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9.7. Vybrané aplikace

Cile

V ramci témat zaméfenych na linedrni diferencidlni rovnice a soustavy druhého
radu (kapitoly 9.1 az 9.6) jsme dosud neuvadéli zadné aplikace. Je jim spoleéné
vénovana tato zaveérecné kapitola, v niz jsou fesSeny zejména pocatecni tlohy pro

evolucni procesy — pohybové rovnice, harmonické kmity, elektrické obvody apod.

Poznamka

Z vyse uwvedengch duvodu je v ndsledujicich ulohdch nezdvisle proménnou velicinou

cas t, ketry hraje roli dosud pouZivané promenné x.

Vyklad

Ze siroké nabidky aplikaci, v nichz se v ruznych oblastech uplatinuji dife-
rencialni rovnice druhého tadu nebo soustavy diferencialnich rovnic, je v ramci
fesenych uloh vybrano do této kapitoly nékolik typickych ukazek zastupujicich
nejrozsitenéjsi okruhy jejich pouziti. Pti jejich studiu je uziteéné si zaroven uveédo-
mit, ze v praxi je stejné dulezita znalost postupu feseni jako dovednost sestavit
tlohu a matematicky formulovat zadany problém.

Polozime-li si otazku, pro¢ se pti teoretickém popisu procesu a stava v (nejen)
technickych a ptirodovédnych disciplinach setkavame prave s diferencialnimi rov-
nicemi, je odpovéd piekvapivé jednoduché:
diferencialni rovnice jsou piepisem globalnich zdkonu zachovani (ener-
gie, hmotnosti, sily, elektrického nédboje aj.) do podoby, v niz je mozno stu-
dovat stavové, resp. tokové veliciny v daném misté nebo case vcetné

jejich lokalnich zmén.
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Resené ulohy

Priklad 9.7.1. Vozidlo o hmotnosti m se pohybuje po piimce pusobenim
konstatni sily F', kterd ma smér pohybu. Vozidlo pirekondva odpor R tmeérny
okamzité rychlosti v(t). Formulujte a feste pohybovou rovnici pro zavislost drahy
y(t) na case pii pocatecnich podminkach y(0) = 0, v(0) = 0.

Reseni: Nejprve si piipomeneme potiebné fyzikdlni vztahy. Rychlost v
a zrychleni a jsou derivacemi drahy podle ¢asu, tj.

2
v(t):a, a(t):%.
Konstantu tmeérnosti zahrnujici odpor prostiedi a pripadné tfeni oznacime k,
takze bude R = k.v(t). Zdkonem zachovani sily vyjadiime za pouziti druhého

Newtonova zakona F' = ma zdkladni bilanéni vztah

*y . dy

ktery po vydéleni hmotnosti m davé zédkladni pohybovou rovnici

" k / F
v+ —y=—
m m

Mame pted sebou diferencialni rovnici druhého fadu s konstatnimi koeficienty a
s nenulovou pravou stranou, pfi jejimz feSeni uplatnime znalosti z kapitol 9.3.
a 9.4. Charakteristickd rovnice r2 + %r = 0 ma koteny ry =0, ry = —%, takze

obecné feseni zkracené rovnice bude mit tvar
~ _ky
y(t) =C1 + Coe™m" .

Partikularni feseni pro uplnou rovnici muzeme hledat metodou neurcitych koefi-
cientu. Protoze je vsak konstatni prava strana jiz zastoupena konstantou ve fun-
damentdlnim systému (jeden z kofenu charakteristické rovnice je nula), musime

zvolit

A1/
Sy
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Po dosazeni funkce v(t) a jejich derivaci do iplné rovnice snadno vypocteme, ze

A = £.Pro obecné feseni a jeho derivaci (rychlost pohybu) tedy vychdzi

F Lk F
y(t) = C1 + Coe™ ' + 7 b (1) = v(t) = —— Che ' + — .
m

Pocatecéni podminky v bodé ¢ = 0 vedou na soustavu

0 = C,+0Cy, F Ia
e odkud Oy =" (lek—T.

0 = —kcyq £ K2

Dosazenim do obecného teseni a tipravou obdrzime hledanou zavislost drahy na
case:

y(t) =

|

{t—k% (et - )} .

Piiklad 9.7.2. Na pruziné je zavéseno zavazi o hmotnosti m, které je v rov-
novazné poloze. Vychylime-li je o yy a uvolnime (piipadné mu udélime uréitou
pocatecni rychlost), dochazi v dusledku pruzné deformace ke kmitavému pohybu
(obr. 9.7.1). Odvod'te pifslusnou diferencidln{ rovnici pro okamzitou vychylku y(¢)
za predpokladu, Ze odpor prostiedi je pifmo imérny rychlosti pohybu. Provedte
analyzu TeSeni.

Reseni: Oznacime 2b faktor vyjadiujici odpor okoli, takze odporujici sila

mé velikost R = 2b.3/(t). Rovnovéha sil bude vyjddiena rovnici

kde k je tuhost pruziny. Déle oznacime

b k
a=—>0, Wi =—
m m

a po vydéleni hmotnosti m obdrzime zakladni rovnici vlastnich mechanickych

kmita v odporujicim prostiedi:

Y +2ay’ +wiy =0 .
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Y=Y,

\

Obr. 9.7.1. Obréazek k prikladu 9.7.2.

K nf pifslusna charakteristickd rovnice 2 + 2ar + wg = 0 mé kofeny

T =—a+/a®—uwg .

Je ziejmé, ze lze rozlisit t¥i moznosti, které maji zasadni vliv na charakter déje.

(I) a® — w2 >0, tj. a > wp

Charakteristicka rovnice méa dva ruzné zaporné realné koreny

r=—a+/a? —wi, ry = —a— /a2 —wd ,

obecnym feSenim rovnice je exponencialni funkce
— _ 2_,.,2 2_,,2
y(t) = Cre™ + Cye™ = e (Cle Vet 4 CheV e “’Ot) :

Déj je neperiodicky, s rostoucim casem klesa vychylka k nule. Jedné se o

silné tlumeny neharmonicky pohyb.

(I1) a* — w2 =0, tj. a = wy

Charakteristicka rovnice ma jeden dvojnasobny kofen r = —a, obecnym

feSenim je opét vyraz s exponencialni funkci

y(t) = (Cy + Cyt)e ™ .
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Jde o tzv. kriticky tlumeny pohyb, ktery je neperiodicky stejné jako
predchozi silné tlumeny pohyb.

(IIT) a® — w2 < 0, tj. a < wy

Z charakteristické rovnice vychazi dvojice komplexné sdruzenych kotenu

re=—-atihwi—a?=-atiw, kde w= /wi—a?.

vvvvvv

y(t) = e (0} coswt + Cysinwt) .

V tomto vysledku jesté provedeme mensi upravy, abychom ho mohli lépe
fyzikalné interpretovat. Polozime-li C; = —Asin g, Cy = A cos ¢, bude pro

vyraz v zavorce platit
—Asin p coswt + A cos psinwt = Asin(wt — ) .
Obecnym fesenim je nyni funkce
y(t) = Ae " sin(wt — ) ,

v niz A je amplituda a ¢ faze déje, ktery nazyvame slabé tlumeny har-
monicky pohyb. Jeho perioda je

pom_ 21

w Jw? — a2

a ma amplitudu Ae™ %, kterd s ¢asem klesa k nule.

Poznamka

1. Snadno lze potlacit vliv odporu prostredi tak, Ze v zdkladni rovnici poloZime
a = 0. Prislusné disledky pro teseni si odvodte samostatné.

2. Zatimco v pripadé redlnych kotenu — wvarianta (1) a (1I) — se pri aplikaci
pocatecnich podminek neodchylujeme od drive zavedeného postupu, v pripadé pe-
riodického déje se amplituda a fdze urcuji zpusobem, ktery je ponéekud specificky,

a proto mu vénujeme nasledugici reseny priklad.
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Priklad 9.7.3. Vysetiete harmonicky pohyb popsany rovnici y”+2y’'+101y = 0
s pocatecnimi podminkami y(0) =1, y'(0) = 9.
Reseni: V rovnici je @ = 1 mens{ nez thlova frekvence wy = 101, proto se

jednd tlumeny periodicky pohyb o frekvenci

w=/wg —a%=10
\V wo ;

ktery je popsan funkci
y(t) = Ae "sin(10t — ¢) .

Ptistoupime nyni k vypoctu amplitudy a faze z pocatecnich podminek. Protoze
y'(t) = —Ae "'sin(10t — ) + 10Ae™" cos(10t — ¢) ,
obdrzime pro t = 0 soustavu

1 = —Asing,
9 = Asinp+ 10Acosy .

Dosadime-li z prvni rovnice do druhé (nebo: secteme-li obé rovnice), vychdzi

jednodussi rovnice 1 = A cos ¢, kterou pouzijeme spolu s prvni rovnict:

1 = —Asingp,
1 = Acosyp.

Jestlize obé rovnice umocnime na druhou a se¢teme, mame 2 = A2 = A = /2
vydélime-li prvni rovnici druhou, bude 1 = —tgyp = ¢ = —%. Vysledny tlu-

meny harmonicky pohyb je tedy urcen predpisem
. T
y(t) = V2e ' sin(10t + Z) .

Cést grafu této funkce je na obr. 9.7.2.
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Obr. 9.7.2. Harmonické tlumené kmity - k pitkladu 9.7.3. Cervené jsou
znézornény funkce ++v/2 e~ charakterizujici ibytek amplitudy.

Priklad 9.7.4. Provedte analyzu proudovych poméra v primérnim a
sekundérnim obvodu transformatoru (obr. 9.7.3) za téchto predpokladu:

— primdrni vinut{ je napdjeno napétim u(t), ohmicka zatéz sekundarniho vinuti
je R,

— indukénosti a odpory primarniho a sekundarniho obvodu jsou po fadé
Ly, Ry, Lg, Ry,

— vzajemnad indukénost je M,

— pocatecni proudy jsou nulové.

Reseni: Pro proudy i1(t) a iy(t) na zaklade Kirchhoffovych zdkoni plati:

din(t)y dis(t)
LlT—FMT—'—RlZl(t) = U(t) s
dir(t) . dis(t) o
M dt + LQ dt + (RQ + R)Zg(t) = 0.

Jedna se o soustavu dvou linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho tadu pro

proudy ;(t), i2(t) s pocatecnimi podminkami i;(0) = 0, i2(0) = 0. Jako sa-
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Obr. 9.7.3. Primarni a sekundérni obvod transforméatoru.

mostatné cviceni si muzete provést prevod této ulohy eliminaéni metodou na

diferencialni rovnici druhého raddu napriklad pro funkei i, () s timto vysledkem:

(LyLy — M2)#" + [Ly(R + Ry) + LoRy] 7, + Ri(R+ Ry) iy = (R+ Ro)u+ Lo’ .

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Téleso o hmotnosti m se pohybuje po piimce z bodu A do bodu B pusobenim
konstatni sily F', kterd ma smér pohybu. Odpor prostiedi je pfimo umérny
vzdélenosti télesa od bodu B, piicemz v bodé A je jeho hodnota f. Odvodte
a TeSte jeho pohybovou rovnici za predpokladu, ze f < F a ze rychlost v bodé A
je nulova.

2. Sestavte jednoduchy model uzavieného systému , kotist — dravec” z hle-
diska ¢asového vyvoje poctu jedincu v obou populacich. U funkei predstavujicich
pocty zastupcu v populacich predpokladejte spojitost v ¢ase. Uvazujte nasledujici
faktory, na nichz proces zavisi linearné s konstantnimi koeficienty:

— reprodukéni schopnost kazdé z populaci,
— tbytek kofisti ptusobenim dravet,
— prirustek populace draveu jako dusledek dostatku potravy.

3. Napiste diferencialni rovnici pro tlumené nucené kmity s vlastni frekvenci
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wo a tlumicim faktorem 2a. Nutici sila vztazena na jednotku hmotnosti ma am-
plitudu F', thlovou frekvenci 2 a nulovy fazovy posuv. Ulohu feste pro hodnoty

a=0,05,w2=1,0025, F=30a=S3.

Vysledky aloh k samostatnému feSeni

1. Oznaéime-li y(t) drahu jako funkei ¢asu a s vzdalenost bodu A, B, je odporova
sila vyjadrena vztahem R = k(s — y), kde k je konstanta timérnosti. V bodé A,
kde je y = 0, plati podle predpokladu R = f = k.s, tj. k = f/s. Pii rovnovaze
sil je my” = F — R, tedy po tpravé

f F—f

y//__y:
sm m

Y

coz je hledana pohybova rovnice. Jeji feseni ma tvar

(F— (=) kde b LS

2V sm

. S
- 2f

2. Oznacime z(t) pocet jedincu v populaci kotisti, tj. potravy pro populaci draved,

y(t)

v niz pocet jedincu bude y(t). V linedrnim modelu zavedeme nezdporné konstanty
a, b, ¢, d, s jejichz pomoci vyjadiime zadané zmény v populacich:

ax, cy ... reprodukéni schopnost prislusné populace,

by ... ubytek koristi pusobenim dravcu,

dz ... prirustek populace dravcu jako dusledek dostatku potravy.

Chovéni systému v zavislosti na case vyjadiuje soustava diferencialnich rovnic

dx @_

E:ax—by, 7 dz +cy .

Pocatecnimi podminkami jsou vychozi stavy populaci.
3. Nutici sila bude tvorit pravou stranu diferencialni rovnice kmitu, kterd tak

bude mit tvar

y' 4 2ay’ +wiy = FsinQt | t]. y" + 0,1y +1,0025y = 30sin 3¢ .
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Jeji obecné teseni budeme hledat ve tvaru
y(t) = Ae “sin(wt — ) + v(t) ,

kde v(t) = Bsin(2t — 1) je partikularni integral. Jeho parametry B, 1 ur¢ime
metodou neurcitych koeficientiu. Déle je w = y/wg — a? a konstanty A a ¢ sta-

novime z pocatecnich podminek. Koneény vysledek predstavuje funkce
y(t) = 23,57e "% sin(t + 1,02) + 3, 75 sin(3t — 3, 10) .

Na jejim grafu (obr. 9.7.4) je dobte patrny prechod od vlastnich kmitu ke stadiu,

v némz systém kmitd zcela pod vlivem nutici sily.

20 40 t 60 80 100

Obr. 9.7.4. Ptechod od vlastnich kmitu k nucenym — k tloze 3.

Poznamka

Ve specidlnim pripadé muze nastat pripad w = ), rovnd-li se frekvence vlastnich
kmati frekvenci nutici sily. Z fyzikdlniho hlediska dochdzi k tzv. rezonanci, mate-
matické Tesent se najde na principu varianty (111) na str. 397 (kap. 9.4). Obecné

odvozend pro tuto situaci lze nalézt napriklad v publikaci [18].
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