
Matematika II 9.7. Vybrané aplikace

9.7. Vybrané aplikace

Ćıle

V rámci témat zaměřených na lineárńı diferenciálńı rovnice a soustavy druhého

řádu (kapitoly 9.1 až 9.6) jsme dosud neuváděli žádné aplikace. Je jim společně

věnována tato závěrečné kapitola, v ńıž jsou řešeny zejména počátečńı úlohy pro

evolučńı procesy – pohybové rovnice, harmonické kmity, elektrické obvody apod.

Poznámka

Z výše uvedených d̊uvod̊u je v následuj́ıćıch úlohách nezávisle proměnnou veličinou

čas t, ketrý hraje roli dosud použ́ıvané proměnné x.

Výklad

Ze široké nab́ıdky aplikaćı, v nichž se v r̊uzných oblastech uplatňuj́ı dife-

renciálńı rovnice druhého řádu nebo soustavy diferenciálńıch rovnic, je v rámci

řešených úloh vybráno do této kapitoly několik typických ukázek zastupuj́ıćıch

nejrozš́ı̌reněǰśı okruhy jejich použit́ı. Při jejich studiu je užitečné si zároveň uvědo-

mit, že v praxi je stejně d̊uležitá znalost postupu řešeńı jako dovednost sestavit

úlohu a matematicky formulovat zadaný problém.

Polož́ıme-li si otázku, proč se při teoretickém popisu proces̊u a stav̊u v (nejen)

technických a př́ırodovědných disciplinách setkáváme právě s diferenciálńımi rov-

nicemi, je odpověd’ překvapivě jednoduchá:

diferenciálńı rovnice jsou přepisem globálńıch zákon̊u zachováńı (ener-

gie, hmotnosti, śıly, elektrického náboje aj.) do podoby, v ńıž je možno stu-

dovat stavové, resp. tokové veličiny v daném mı́stě nebo čase včetně

jejich lokálńıch změn.
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Řešené úlohy

Př́ıklad 9.7.1. Vozidlo o hmotnosti m se pohybuje po př́ımce p̊usobeńım

konstatńı śıly F , která má směr pohybu. Vozidlo překonává odpor R úměrný

okamžité rychlosti v(t). Formulujte a řešte pohybovou rovnici pro závislost dráhy

y(t) na čase při počátečńıch podmı́nkách y(0) = 0, v(0) = 0.

Řešeńı: Nejprve si připomeneme potřebné fyzikálńı vztahy. Rychlost v

a zrychleńı a jsou derivacemi dráhy podle času, tj.

v(t) =
dy

dt
, a(t) =

d2y

dt2
.

Konstantu úměrnosti zahrnuj́ıćı odpor prostřed́ı a př́ıpadné třeńı označ́ıme k,

takže bude R = k.v(t). Zákonem zachováńı śıly vyjádř́ıme za použit́ı druhého

Newtonova zákona F = ma základńı bilančńı vztah

ma +R = F =⇒ m
d2y

dt2
+ k

dy

dt
= F ,

který po vyděleńı hmotnost́ı m dává základńı pohybovou rovnici

y′′ +
k

m
y′ =

F

m
.

Máme před sebou diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstatńımi koeficienty a

s nenulovou pravou stranou, při jej́ımž řešeńı uplatńıme znalosti z kapitol 9.3.

a 9.4. Charakteristická rovnice r2 + k
m
r = 0 má kořeny r1 = 0, r2 = − k

m
, takže

obecné řešeńı zkrácené rovnice bude mı́t tvar

ŷ(t) = C1 + C2e
−

k

m
t .

Partikulárńı řešeńı pro úplnou rovnici můžeme hledat metodou neurčitých koefi-

cient̊u. Protože je však konstatńı pravá strana již zastoupena konstantou ve fun-

damentálńım systému (jeden z kořen̊u charakteristické rovnice je nula), muśıme

zvolit

v(t) = A.t , v′(t) = A , v′′ = 0 .
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Po dosazeńı funkce v(t) a jej́ıch derivaćı do úplné rovnice snadno vypočteme, že

A = F
k
. Pro obecné řešeńı a jeho derivaci (rychlost pohybu) tedy vycháźı

y(t) = C1 + C2e
−

k

m
t +

F

k
t , y′(t) = v(t) = −

k

m
C2e

−
k

m
t +

F

k
.

Počátečńı podmı́nky v bodě t = 0 vedou na soustavu

0 = C1 + C2 ,

0 = − k
m
C2 + F

k
,

odkud C1 = −
Fm

k2
, C1 =

Fm

k2
.

Dosazeńım do obecného řešeńı a úpravou obdrž́ıme hledanou závislost dráhy na

čase:

y(t) =
F

k

[

t+
m

k

(

e−
k

m
t − 1

)

]

.

Př́ıklad 9.7.2. Na pružině je zavěšeno závaž́ı o hmotnosti m, které je v rov-

novážné poloze. Vychýĺıme-li je o y0 a uvolńıme (př́ıpadně mu uděĺıme určitou

počátečńı rychlost), docháźı v d̊usledku pružné deformace ke kmitavému pohybu

(obr. 9.7.1). Odvod’te př́ıslušnou diferenciálńı rovnici pro okamžitou výchylku y(t)

za předpokladu, že odpor prostřed́ı je př́ımo úměrný rychlosti pohybu. Proved’te

analýzu řešeńı.

Řešeńı: Označ́ıme 2b faktor vyjadřuj́ıćı odpor okoĺı, takže odporuj́ıćı śıla

má velikost R = 2b.y′(t). Rovnováha sil bude vyjádřena rovnićı

m
d2y

dt2
+ 2b

dy

dt
+ k y(t) = 0 ,

kde k je tuhost pružiny. Dále označ́ıme

a =
b

m
> 0 , ω2

0
=

k

m

a po vyděleńı hmotnost́ım obdrž́ıme základńı rovnici vlastńıch mechanických

kmit̊u v odporuj́ıćım prostřed́ı:

y′′ + 2ay′ + ω2

0
y = 0 .
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y = 0

y = y
0

.

Obr. 9.7.1. Obrázek k př́ıkladu 9.7.2.

K ńı př́ıslušná charakteristická rovnice r2 + 2ar + ω2

0
= 0 má kořeny

r1,2 = −a±
√

a2 − ω2
0 .

Je zřejmé, že lze rozlǐsit tři možnosti, které maj́ı zásadńı vliv na charakter děje.

(I) a2 − ω2

0
> 0, tj. a > ω0

Charakteristická rovnice má dva r̊uzné záporné reálné kořeny

r1 = −a+
√

a2 − ω2
0 , r2 = −a−

√

a2 − ω2
0 ,

obecným řešeńım rovnice je exponenciálńı funkce

y(t) = C1e
r1t + C2e

r2t = e−at

(

C1e
−

√
a2

−ω2

0
t + C2e

√
a2

−ω2

0
t

)

.

Děj je neperiodický, s rostoućım časem klesá výchylka k nule. Jedná se o

silně tlumený neharmonický pohyb.

(II) a2 − ω2

0
= 0, tj. a = ω0

Charakteristická rovnice má jeden dvojnásobný kořen r = −a, obecným

řešeńım je opět výraz s exponenciálńı funkćı

y(t) = (C1 + C2t)e
−at .
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Jde o tzv. kriticky tlumený pohyb, který je neperiodický stejně jako

předchoźı silně tlumený pohyb.

(III) a2 − ω2

0
< 0, tj. a < ω0

Z charakteristické rovnice vycháźı dvojice komplexně sdružených kořen̊u

r1,2 = −a± i
√

ω2
0 − a2 = −a± iω , kde ω =

√

ω2
0 − a2 .

Jak v́ıme z dř́ıvěǰśı teorie, lze obecné řešeńı v tomto př́ıpadě psát ve tvaru

y(t) = e−at(C1 cosωt+ C2 sinωt) .

V tomto výsledku ještě provedeme menš́ı úpravy, abychom ho mohli lépe

fyzikálně interpretovat. Polož́ıme-li C1 = −A sinϕ, C2 = A cosϕ, bude pro

výraz v závorce platit

−A sinϕ cosωt+ A cosϕ sinωt = A sin(ωt− ϕ) .

Obecným řešeńım je nyńı funkce

y(t) = Ae−at sin(ωt− ϕ) ,

v ńıž A je amplituda a ϕ fáze děje, který nazýváme slabě tlumený har-

monický pohyb. Jeho perioda je

T =
2π

ω
=

2π
√

ω2
0 − a2

a má amplitudu Ae−at, která s časem klesá k nule.

Poznámka

1. Snadno lze potlačit vliv odporu prostřed́ı tak, že v základńı rovnici polož́ıme

a = 0. Př́ıslušné d̊usledky pro řešeńı si odvod’te samostatně.

2. Zat́ımco v př́ıpadě reálných kořen̊u – varianta (I) a (II) – se při aplikaci

počátečńıch podmı́nek neodchylujeme od dř́ıve zavedeného postupu, v př́ıpadě pe-

riodického děje se amplituda a fáze určuj́ı zp̊usobem, který je poněkud specifický,

a proto mu věnujeme následuj́ıćı řešený př́ıklad.

- 417 -



Matematika II 9.7. Vybrané aplikace

Př́ıklad 9.7.3. Vyšetřete harmonický pohyb popsaný rovnićı y′′+2y′+101y = 0

s počátečńımi podmı́nkami y(0) = 1, y′(0) = 9.

Řešeńı: V rovnici je a = 1 menš́ı než úhlová frekvence ω0 = 101, proto se

jedná tlumený periodický pohyb o frekvenci

ω =
√

ω2
0 − a2 = 10 ,

který je popsán funkćı

y(t) = Ae−t sin(10t− ϕ) .

Přistouṕıme nyńı k výpočtu amplitudy a fáze z počátečńıch podmı́nek. Protože

y′(t) = −Ae−t sin(10t− ϕ) + 10Ae−t cos(10t− ϕ) ,

obdrž́ıme pro t = 0 soustavu

1 = −A sinϕ ,

9 = A sinϕ+ 10A cosϕ .

Dosad́ıme-li z prvńı rovnice do druhé (nebo: sečteme-li obě rovnice), vycháźı

jednodušš́ı rovnice 1 = A cosϕ, kterou použijeme spolu s prvńı rovnićı:

1 = −A sinϕ ,

1 = A cosϕ .

Jestliže obě rovnice umocńıme na druhou a sečteme, máme 2 = A2 ⇒ A =
√

2 ;

vyděĺıme-li prvńı rovnici druhou, bude 1 = −tgϕ ⇒ ϕ = −π

4
. Výsledný tlu-

mený harmonický pohyb je tedy určen předpisem

y(t) =
√

2 e−t sin(10t+
π

4
) .

Část grafu této funkce je na obr. 9.7.2.
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Obr. 9.7.2. Harmonické tlumené kmity - k př́ıkladu 9.7.3. Červeně jsou

znázorněny funkce ±
√

2 e−t charakterizuj́ıćı úbytek amplitudy.

Př́ıklad 9.7.4. Proved’te analýzu proudových poměr̊u v primárńım a

sekundárńım obvodu transformátoru (obr. 9.7.3) za těchto předpoklad̊u:

– primárńı vinut́ı je napájeno napět́ım u(t), ohmická zátěž sekundárńıho vinut́ı

je R,

– indukčnosti a odpory primárńıho a sekundárńıho obvodu jsou po řadě

L1, R1, L2, R2,

– vzájemná indukčnost je M ,

– počátečńı proudy jsou nulové.

Řešeńı: Pro proudy i1(t) a i2(t) na základě Kirchhoffových zákon̊u plat́ı:

L1

di1(t)

dt
+M

di2(t)

dt
+R1i1(t) = u(t) ,

M
di1(t)

dt
+ L2

di2(t)

dt
+ (R2 +R)i2(t) = 0 .

Jedná se o soustavu dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro

proudy i1(t), i2(t) s počátečńımi podmı́nkami i1(0) = 0, i2(0) = 0. Jako sa-
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Obr. 9.7.3. Primárńı a sekundárńı obvod transformátoru.

mostatné cvičeńı si můžete provést převod této úlohy eliminačńı metodou na

diferenciálńı rovnici druhého řádu např́ıklad pro funkci i1(t) s t́ımto výsledkem:

(L1L2 −M2) i′′
1

+ [L1(R +R2) + L2R1] i
′

1
+R1(R +R2) i1 = (R +R2) u+ L2 u

′ .

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Těleso o hmotnosti m se pohybuje po př́ımce z bodu A do bodu B p̊usobeńım

konstatńı śıly F , která má směr pohybu. Odpor prostřed́ı je př́ımo úměrný

vzdálenosti tělesa od bodu B, přičemž v bodě A je jeho hodnota f . Odvod’te

a řešte jeho pohybovou rovnici za předpoklad̊u, že f < F a že rychlost v bodě A

je nulová.

2. Sestavte jednoduchý model uzavřeného systému ,,kořist – dravec” z hle-

diska časového vývoje počtu jedinc̊u v obou populaćıch. U funkćı představuj́ıćıch

počty zástupc̊u v populaćıch předpokládejte spojitost v čase. Uvažujte následuj́ıćı

faktory, na nichž proces záviśı lineárně s konstantńımi koeficienty:

– reprodukčńı schopnost každé z populaćı,

– úbytek kořisti p̊usobeńım dravc̊u,

– př́ır̊ustek populace dravc̊u jako d̊usledek dostatku potravy.

3. Napǐste diferenciálńı rovnici pro tlumené nucené kmity s vlastńı frekvenćı
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ω0 a tlumı́ćım faktorem 2a. Nut́ıćı śıla vztažená na jednotku hmotnosti má am-

plitudu F , úhlovou frekvenci Ω a nulový fázový posuv. Úlohu řešte pro hodnoty

a = 0, 05 , ω2

0
= 1, 0025 , F = 30 a Ω = 3.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Označ́ıme-li y(t) dráhu jako funkci času a s vzdálenost bod̊u A, B, je odporová

śıla vyjádřena vztahem R = k(s − y), kde k je konstanta úměrnosti. V bodě A,

kde je y = 0, plat́ı podle předpokladu R = f = k.s, tj. k = f/s. Při rovnováze

sil je my′′ = F −R, tedy po úpravě

y′′ −
f

sm
y =

F − f

m
,

což je hledaná pohybová rovnice. Jej́ı řešeńı má tvar

y(t) =
s

2f
(F − f)

(

ebt − e−bt
)2

, kde b =
1

2

√

f

sm
.

2. Označ́ıme x(t) počet jedinc̊u v populaci kořisti, tj. potravy pro populaci dravc̊u,

v ńıž počet jedinc̊u bude y(t). V lineárńım modelu zavedeme nezáporné konstanty

a, b, c, d, s jejichž pomoćı vyjádř́ıme zadané změny v populaćıch:

ax, cy . . . reprodukčńı schopnost př́ıslušné populace,

by . . . úbytek kořisti p̊usobeńım dravc̊u,

dx . . . př́ır̊ustek populace dravc̊u jako d̊usledek dostatku potravy.

Chováńı systému v závislosti na čase vyjadřuje soustava diferenciálńıch rovnic

dx

dt
= ax− by ,

dy

dt
= dx+ cy .

Počátečńımi podmı́nkami jsou výchoźı stavy populaćı.

3. Nut́ıćı śıla bude tvořit pravou stranu diferenciálńı rovnice kmit̊u, která tak

bude mı́t tvar

y′′ + 2ay′ + ω2

0
y = F sin Ωt , tj. y′′ + 0, 1y′ + 1, 0025y = 30 sin 3t .
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Jej́ı obecné řešeńı budeme hledat ve tvaru

y(t) = Ae−at sin(ωt− ϕ) + v(t) ,

kde v(t) = B sin(Ωt − ψ) je partikulárńı integrál. Jeho parametry B, ψ urč́ıme

metodou neurčitých koeficient̊u. Dále je ω =
√

ω2
0 − a2 a konstanty A a ϕ sta-

nov́ıme z počátečńıch podmı́nek. Konečný výsledek představuje funkce

y(t) = 23, 57e−0,05t sin(t+ 1, 02) + 3, 75 sin(3t− 3, 10) .

Na jej́ım grafu (obr. 9.7.4) je dobře patrný přechod od vlastńıch kmit̊u ke stadiu,

v němž systém kmitá zcela pod vlivem nut́ıćı śıly.

0 20 40 60 80 100
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0

5
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15
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t

y
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Obr. 9.7.4. Přechod od vlastńıch kmit̊u k nuceným – k úloze 3.

Poznámka

Ve speciálńım př́ıpadě m̊uže nastat př́ıpad ω = Ω, rovná-li se frekvence vlastńıch

kmit̊u frekvenci nut́ıćı śıly. Z fyzikálńıho hlediska docháźı k tzv. rezonanci, mate-

matické řešeńı se najde na principu varianty (III) na str. 397 (kap. 9.4). Obecné

odvozeńı pro tuto situaci lze nalézt např́ıklad v publikaci [18].

- 422 -


