Matematika Il 9.4. Rovnice se specialni pravou stranou

9.4. Rovnice se specialni pravou stranou

Cile
V radé pripadu lze pomérné pracny vypocet metodou variace konstant nahra-

dit jednodussim postupem, kterému je vénovana tato kapitola.

Vyklad

Pti pozorném studiu ptredchoziho textu pozornéjsiho studenta zaujme, ze ve
fundamentalnim systému kterékoli linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty se
mohou vyskytnout pouze pfrirozené exponencialni funkce, polynomy nebo goni-
ometrické funkce sinus ¢ kosinus, pripadné jejich souciny. Rovnéz lze snadno
ukazat, ze i derivace jmenovanych funkci budou téhoz typu.

Je-li také prava strana b(x) funkce exponencidlni, goniometrickd, popiipadé
polynom, lze partikuldrni integrél v(z) tplné rovnice nalézt jednodussi cestou,
nez je variace konstant. V principu lze postupovat tak, za partikuldrni integral
zvolime predem, a to téhoz typu, jako je prava strana rovnice, avsak s obecnymi
koeficienty. Ty nasledné uré¢ime po dosazeni partikuldrniho integralu do rovnice
porovnanim obou jejich stran. Nez tento postup formélné zobecnime, ukazeme

jeho realizaci na nékolika fesenych ukéazkach.

Resené ulohy

Piiklad 9.4.1. V dtloze 9.3.1 v predchozi kapitole jsme hledali obecné teSeni
rovnice y” — 2y’ — 8y = 30e**. Provedeme vypocet jinym postupem.
Reseni: Uvodnf krok ponechdme beze zmeény, takze pro kofeny charakteristické

rovnice r; = —2, ro = 4 muzeme ihned napsat obecné feSeni zkracené rovnice:

§(7) = Cre " + Cye™ .
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Matematika Il 9.4. Rovnice se specialni pravou stranou

Partikularni integrél v(z) pro feseni uplné rovnice vsak nebudeme hledat metodou
variace konstant, nybrz jeho tvar zvolime ve stejné podobé jako ma prava strana
rovnice, tj.

v(z) = Ae* |

kde A je konstanta, kterou musime nyni urcit. Provedeme to dosazenim funkce

v(z) a jejich derivaci v/ = 34 e, v = 9A €3 do tiplné rovnice:
9A e — 6A —8Ae = A
a po vydéleni vyrazem e3* dostdvame
9A—-6A—-8A=30 = A=-6.

Nalezeny partikuldrni integral v(z) = —6e3* je identicky s vysledkem ziskanym

vyrazné pracnéjsim zpusobem v ptikladu 9.3.1.

Priklad 9.4.2. Najdéme obecné teSeni rovnice y” — 4y’ — by = 5z — 6.

2

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 4r — 5 = 0 m4 kofeny r; = 5, ry = —1,

takze obecné Teseni zkracené rovnice je
§(z) = Cre™ + Cye ™ .

Na pravé strané zadané rovnice je nyni polynom prvniho stupné — zvolime proto

i partikularni integral v podobé takového polynomu:
v(x)=Ar+ B adile v =A v =0.
Po dosazeni do rovnice obdrzime rovnost dvou polynomu
—4A —5Ax —5B =52 —6
ve které se musi rovnat koeficienty u stejnych mocnin proménné x:

b —bA = 5,
2V —4A—-5B = —6.
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Z této soustavy snadno vypocteme A = —1, B = 2, takze
v(z) = —x +2
a hledané obecné teseni ma tvar

y(z) = Cre™ + Che™ —x + 2.

Priklad 9.4.3. Najdéme obecné feseni rovnice y” — 4y’ — 5y = 26 cos x.

Reseni: Zkricens rovnice je téz jako v predchozi tloze, stejné bude i jeji Fesenf
y(x). Na pravé strané je viak goniometrickd funkce b(x) = 26 cos z, takze i parti-
kularni integral ocekdvame vytvoreny z goniometrickych funkei (budou stejného

argumentu, ale s obecnymi konstantami, z nichz jedna muze vyjit nulova):
v(x) = Acosx + Bsinzx .
Tuto funkci a jeji derivace dosadime do zadané rovnice:

—Acosx — Bsinx —4(—Asinx + Bceosz) — 5(Acosx + Bsinz) =26 cosz .

1

v v/ v
Porovname-li nyni koeficienty u goniometrickych funkci stejného typu, obrzime

soustavu dvou rovnic pro neznamé A, B

cosw : —6A—4B = 26,

sinx : 4A—-6B = 0,
kterda ma jediné teseni A = —3, B = —2, takze ziskany partikularni integral
v(z) = —3cosz — 2sinx dava spolu s feSenim zkracené rovnice konecény vysledek

y(r) = C1e°* + Che ™ — 3cosx — 2sinz .
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Vyklad

Konstanty, které jsme urcovali v predchozich ptikladech, byly v podstaté ko-
eficienty polynomu (samotnou konstantu muzeme poklddat za polynom nultého
stupné). Odtud pochazi nejcastéji uzivany nazev tohoto postupu — metoda
neurcitych koeficienti. Jeji zakladni variantu lze formulovat takto:

ma-li pravd strana linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvar
b(z) = ™ (py () coswr + ¢, (z) sinwz) |

kde (), q,(x) jsou polynomy stuprivi m, n se zadanymi koeficienty, volime par-

tikularni integrdl ve tvaru
v(z) = 2™ (Py(z) coswz + Q () sinwx)

kde M je rovno vétsimu z ¢isel m, n. Koeficienty polynomi Py (x), Qu(x) uréime
porovnavaci metodou po dosazeni partikuldrniho integralu dozadané rovnice. Clinitel
2k souvisi s ndsobnosti korenti charakteristické rovnice — viz pripad (IIb) na dalsi

strané.

Posoudime-li z tohoto pohledu znovu pravé strany trojice predchozich resenych
uloh, vidime, zZe je

e \=3, w=0, po(r) =30 pro v(z) = 30e>,

e \=0,w=0, pi(x) =5z — 6 pro v(z) = bz — 6,

e \=0,w=1, py(x) =26 pro v(x) = 26 cos z.
Povsimnéme si téchto typickych zdkladnich variant blize, piicemz je tfeba zvlast
upozornit na situace, kdy je vyraz A\ 4+ iw roven nékterému z korenu charakteris-

tické rovnice 7o = o £ 1.

(I) Prava strana rovnice je exponencialni funkce c.e*®, \ # 0:

(a) Jestlize A nen{ kofenem charakteristické rovnice, pak v(zr) = Ae.
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(b) Je-li A\ kofenem charakteristické rovnice, pak v(z) = Az*e’, kde k
je nasobnost kotfene .

Konstantu A uré¢ime po dosazeni do rovnice porovnanim koeficientu u vyrazu
e*. Variantu (Ta) jsme vidéli v pifkladu 9.4.1., variantu (Ib) demonstruje

tloha 9.4.4.
(IT) Pravé strana rovnice je polynom m-tého stupné
b(x) = pm() = ™ + Cpa 2™+ -+ 1z + ¢

(je tedy A =w = 0).

(a) Jestlize A = 0 neni kofenem charakteristické rovnice, pak
v(x) = Apa™ + Ap1a™ o A+ Ay
(b) Je-li A = 0 kofenem charakteristické rovnice, pak
v(z) = 2* (Amxm + A, ™ e A+ AO) ,

kde k =1, 2 je ndsobnost nulového kotene. Koeficienty Ag, ..., A,, urcime
v obou pripadech po dosazeni do rovnice porovnanim koeficientu u stejnych
mocnin z. Variantu (Ila) jsme fesili v piikladu 9.4.2., s variantou (IIb) se

muzeme seznamit v tloze 9.4.5.
(III) Prava strana rovnice je vyraz obsahujici goniometrické funkce ve tvaru
b(z) = ccoswx + dsinwz

v némz jedno z ¢isel ¢, d muze byt rovno nule.

(a) Neni-li ¢islo iw kotenem charakteristické rovnice, pak
v(z) = Acoswz + Bsinwz ;
(b) Je-li ¢islo iw kofenem charakteristické rovnice, pak

v(x) =z (Acoswz + Bsinwz) .
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Konstanty A, B se uréi po dosazeni do rovnice porovnanim koeficentu u
funkci sinwx a coswx. Jako ukazku prvniho typu jsme uvedli ptiklad 9.4.3.,
varianta (IIIb) je soucasti fesené tlohy na soustavu diferencidlnich rovnic

v dalsi kapitole.

Resené ulohy

Piiklad 9.4.4. Najdéme obecné feSeni rovnice y” — gy’ — 12y = Te 3%,

2

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — r — 12 = 0 m4 kofeny ry = 4, ry = —3,

feseni zkracené rovnice je

y(x) = Cre* + Che™ |

T

Pravd strana b(x) = 7e™® vede na prvni pohled k odhadu partikuldrnfho in-

tegrélu v(z) = Ae™3*. Provedeme-li oviem jeho dosazeni do rovnice, dostdvdme
9Ae 3" £ 34e73" — 12473 =17, tj. 0="17.

Odtud ovsem nelze koeficient A urcit. Duvodem je skutecnost, ze pro kotfen cha-
rakteristické rovnice r9 = —3 méame stejné hodnoty parametru, jaké ma prava
strana b(z) = 7e™3* kde A = —3 = a, w = 0 = 3. Potvrzuje to skutecnost,
7e funkce =" jiz patif do fundamentdlniho systému zkrdcené rovnice. Zvolime-li
vsak

v(z) = Awe™*

(analogicky jako v ptipadé nasobného kofene), bude
v = Ae (1 — 3z), v = —3A4e7%(2 - 372) ,
a po dosazeni do rovnice

—3Ae (2 — 3x) — Ae ¥ (1 — 3z) — 12Awe ™ = Te " .
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3

Po roznasobeni se vyrusi ¢leny obsahujici vyraz xe " a zustane rovnice

—TAe 3% = 7e737 odkud A=-1.

-3

Vysledkem je tudiz partikuldrni integral v(z) = —xe™>" a obecné feseni ve tvaru

y(x) =9 +v(z) = Cre + Coe ™" — ze 3 .

Priklad 9.4.5. Najdéme obecné teseni rovnice y” — 2y’ = x.
Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 27 = 0 m4 kofeny r, = 2, ry = 0, Fedeni
zkrécené rovnice je

§(x) = C1e** + O, .
Prava strana b(z) = x je polynom prvniho stupné, proto by bylo logické zvolit
partikularni integral v(z) = Ajz+ Ag. Protoze je véak A = 0 = ry , musime podle

varianty (IIb) vzit
v(z) = (A + Ay) = Ajz® + Ay .
Derivace této funkce snadno vypocteme a dosadime do rovnice:
241 — 2(2A1z + Ap) =

odkud A; = —i, Ay = i. Konecné podoba teseni pak bude

1 1
Y(r) =9+ v(z) = Cre® + Cy = 30 + 3

Poznamka

Metoda neurcitych koeficientu pripousti i pravé strany ve tvaru souctu erpo-
nencidlnich a goniometrickych funkci a polynomi. Pod ndzvem princip super-

pozice se s timto zobecnénim muzete sezndmit v doporucené literature.
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Kontrolni otazky

Otazka 1. Jaké typy funkci zahrnujeme pod oznaceni specidlni pravd strana a

proc?

Otazka 2. V cem spocivd pouziti metody neurcitych koficienti pri reseni LDR

se specidlni pravou stranou?

Otazka 2. Jak souvisi koteny charakteristické rovnice s volbou partikuldrniho

integrdlu?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Najdéte obecné feseni rovnice y” + 5y’ + 6y = b(x), je-li
a) b(z) = 2% + bx — 3, b) b(z) = re~2*.
2. Najdéte obecné teseni rovnice y” — 4y’ + 4y = b(x), je-li
a) b(z) = 2% + 1, b) b(z) = (z + 1)e”.
3. Najdéte obecna teseni rovnic:
a) ¥y’ — 2y + 10y = 39 sin 2z, b) 4y” — 4y’ + y = 17 cos 2z.

4. Zduvodnéte, proc lze ve cviénych tlohach 1 a 2 na konci kapitoly 9.3 postupovat

také metodou neurcitych koeficientu. Najdéte touto metodou jejich reseni.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1.y = Cie 2 + Che™® + v(x), kde

a) v(x) = 47(92% 4 30z — 55), b) v(z) = (%xZ - x) e 2.
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2. y = C1e** + Cyze* + v(z), kde

a) v(z) = £(22% 4 622 + 9z + 8), b) v(x) = (x 4 3)e”.

3. a) y =e"(C}cos3z + Cysin3x) + 2 cos 2x + 3sin 2z,

b)y = Cies + Cye™ 3 — }—‘;’ cos 2 — 1—87 sin 2.
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