Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

9.2. Zkracena linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Cile

Resfme-li konkrétni aplikace, které jsou popséany diferencidlnimi rovnicemi,
velmi casto zjistime, ze fyzikdlni nebo dalsi parametry (hmotnost, hustota, frek-
vence, elektricky odpor aj.), které obvykle vystupuji jako koeficienty rovnice, jsou
konstantami. Takovéto tlohy tvoti zakladni skupinu mezi linearnimi rovnicemi a
budeme se jimi proto zabyvat podrobné. V neposledni fadé je duvodem také
moznost ziskat jejich Teseni analytickymi metodami, coz v piipadé obecnéjsich

typu rovnic neni obvykle dosazitelné.

Vyklad

Zamérime se na zkracené rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-

cienty, jejichz obecny tvar je
az y'(x) + a1y (x) +ao y(x) =0,

kde ag, ay, as jsou realné koeficienty. Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze

existuji feseni této rovnice ve tvaru

rT

y(z) =e™,
kde 7 je zatim nespecifikovand konstanta. Snadno urcime derivace

rT

/ !
y(x)=re™ | y'(x) =127,
které dosadime do puvodni rovnice. Po vydéleni vyrazem €™ dostavame
2 _
as "4+ arr+ayg=0,

coz je kvadratickd rovnice pro neznamou r. Tento vysledek znamend, ze funkce
y(x) = €™ bude fesenim diferencidlni rovnice pravé tehdy, kdyz r bude Fesenim

prislusné algebraické rovnice.
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Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

Definice 9.2.1.
Kvadratickou rovnici as 7? + a; 7 + agp = 0 nazyvame charakteristickou

rovnici diferencidlni rovnice as y”(x) + a1 y'(x) + ap y(z) =0 .

Vyklad

Jak vidime, je charakteristicka rovnice kvadratickou rovnici, kterd muze mit
realné ¢i komplexni koteny, v prvnim ptipadé i ndsobné. Pujde nyni o to, ukazat,
jak lze s pomoci téchto korent najit fundamentalni systém teseni (a tedy i obecné
feseni) diferencidlni rovnice druhého tadu. Klicové tvrzeni obsahuje nésledujici

veta.

Véta 9.2.1.

Méjme linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
az y'(z) + a1 y'(x) + ao y(x) =0,

s charakteristickou rovnici  as 72 +ay r + ag = 0.
(a) M&-li charakteristickd rovnice dva ruzné redlné kofeny ri, 7o, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y; = ™%, yy = €% a jeji obecné feseni
je

Yy = Cie"? + Che™® , 01, CyeR.
(b) Ma-li charakteristickd rovnice dvojndsobny redlny koten r, mé diferencialni

rovnice fundamentalni systém 1y, = €’*, y, = ze’™ a jeji obecné feseni je
Yy = Clem -+ C’gxem = (Cl + 02.1') y Cl, 02 eER.

(c) Ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r;5 = « £ i, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y; = e** cos fx, yo = e**sin fx a jeji

obecné Teseni je

y = Cre* cosfxr + Coe™sinfr, Cy, Co €R.
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Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

Diikaz: Dokazovéani je postaveno na ovéreni linedarni nezavislosti prislusné dvo-
jice TeSeni.

rix T

vyhovuji dife-

(a) Dosazenim snadno ovéiime, ze funkce y; = €%, y, = e

rencidlni rovnici. Napiiklad pro y; = €% je y; = rie"?®, y{ = r?e™® a plati
tedy

agrfe““ + ajrie® + apet = (0,27"% +ayry + a0> et =0,

J 7 s . /. ~ . ~ . . 7 .
nebot vyraz v zavorce je nulovy, protoze r; je kofenem charakteristické rovnice.

Linearni nezavislost dokazeme pomoci wronskianu:

erlz ergz
W(l’) _ yl y2 _ — (TQ . rl)e(Tngl){L‘ .

Protoze kofeny 7 a ry jsou ruzné, je W(x) # 0, coz jsme meéli dokazat.
(b) Pro funkci y; = €™ je ovéteni toho, ze se jednd o teseni, stejné jako v piipadé
(a). Pro druhou funkci yo = ze"™ po dosazeni do rovnice dostdvame

as (2re” + rzxem) +ay (€™ + rae’™) +agre™ =

—_———
/
74 Yz

= (agr2 +ar + ao) e + (2a9r + a1)e™ =0 .

Protoze je r = r1 2 = —ay/2ay dvojndsobny kofen, jsou nulové vyrazy v obou
poslednich zavorkach.

Ukazme jesté, ze TeSeni jsou linedrné nezavisla:

rr xerm

W(zx) = =¥ £0.

re’® erx+rl.erx

(c) V tomto piipadé by mély predstavovat fundamentalni feseni funkce

Y = e(OHriﬁ):v — 0% eiﬁx Yo = e(afiﬁ)x EREES efiﬁz

Y Y

jak se muzeme opét presvedcit dosazenim. Jelikoz chceme mit feseni tvoteno

realnymi vyrazy, pouzijeme k dalsi uprave tzv. Eulerovy vzorce
e — cos Bz £ isinfz .
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Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

Po jejich pouziti vypada dvojice feseni takto:

y1 = e cos fr + e sin fr |

Yo = € cos fx — 1e** sin [ .

Resenim diferencidlni rovnice musi byt také kazda linearni kombinace téchto

funkci, naptiklad dvojice

- _ 1

1 .
Y = B (y1 +12) = ** cos Bz, Yo = % (Y1 — y2) = e™"sin Bz

uvedend ve tvrzeni véty. Také pro ni je wronskian nenulovy:

e cos Bz e’ sin Ox
W(zx) = b b = Be®** £,

ae® cos fxr — e sin fxr  ae® sin fx + [Fe** cos fx

Reseni g1, 9 jsou tudiz linedrné nezavisla a tvoii fundamentalni systém.

Poznamka
Uvedena véta zarucuje, Ze Teseni nalezend v souladu s ni budou vZdy linedrneé
nezavisld, nent tedy treba pro jednotlivé aplikace zkoumat, zda je prislusny wron-

skian nenulovy.

Resené dlohy
Nasledujici trojice prikladu ilustruje praktické pouziti jednotlivych variant dokaza-

né veéty.

Priklad 9.2.1. Najdéte obecné feseni rovnice 3" —y' — 2y = 0.

2

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — r — 2 = 0 mé koteny ry = 2, ro = —1.

xT

Fundamentdlni systém tvoif funkce y; = e**, 1, = e~ %, obecné feSeni m4 tvar

y(x) =0 e* +Cye ™ .
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Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

Priklad 9.2.2. Najdéte obecné teSeni rovnice y” — 4y’ + 4y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 47 + 4 = 0 ma dvojndsobny kofen r = 2.

Fundamentdlni systém tvoif funkce y; = €**, yo = xe?®, obecné feseni napiseme

naptiklad ve tvaru

y(r) = Oy ** + Cy ze®™ .

Priklad 9.2.3. Najdéte obecné teseni rovnice y” — 6y’ + 13y = 0.
Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 6r + 13 = 0 m4a komplexné sdruzené

kotfeny 71 2 = 3 £ 2i. Fundamentalni systém v realném oboru budou podle tvrzeni

3x 3x

(c) predchozi véty tvorit funkce y; = e’* cos2z, y, = e’ sin 2z, obecné feseni
zapiseme ve tvaru

y(x) = Oy €** cos 2x + Cye sin 2.

Vyklad

Je-li jeden z kotenu charakteristické rovnice roven nule, odpovidd mu ve fun-
damentalnim systému funkce e’ = 1. Specidlné pro rovnici ¢’ = 0 dostdvame
fundamentdlni systém y; = 1, yo = x a tedy obecné feseni y = C;+Chx. Vysledek
je stejny, jaky bychom obdrzeli postupnou dvoji integraci puvodni rovnice.

Jiny zvlastni piipad nastane, ma-li charakteristicka rovnice pouze ryze imaginarni
koteny +1if3. Pak pro a = 0 figuruji ve fundamentalnim systému pouze goniome-

trické funkce, jak ukazuje druhy z néasledujicich fesenych ptikladu.

Resené ulohy

R
ox - 380 -
* 5Kk

A1/
Sy




Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

tvar

y(l’) = 016% + 02 .

Vypocet konstant pro pocatecni podminky:

4201€+02,

1:éC’16 .

Na obr. 9.2.1 vidime ¢ést grafu této funkee, kde je vedle bodu [5, 4], odpovidajiciho

— podobné jako u rovnic prvniho fadu — podmince pro funkéni hodnotu y(5) = 4

také ¢ast tecny v tomto bodé. Ta ma smérnici rovnu jedné, a proto svira s osou x

thel /4. Znazornuje druhou poé¢éateéni podminku y'(5) = 1.

"

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obr. 9.2.1. Graf feseni pocatecni tlohy z piikladu 9.2.4.
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Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

Priklad 9.2.5. Najdéte obecné teseni rovnice y” 4+ 9y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 +9 = 0 m4 koteny r; = 3i, ro = —3i. Fun-
damentalni systém tvoii dvojice y; = cos 3z, ys = sin 3x, obecné feSeni je jejich
linearni kombinaci:

y(x) = Cy cos 3z + Cysin 3z .

Kontrolni otazky

Otazka 1. Objasnéte pojem ,, charakteristicka rovnice”.

Otazka 2. Popiste tvar obecného reseni LDR 2. rddu s konstantnimi koeficienty,
ma-li jeji charakteristickd rovnice
a) ruzné redlné nenulové koreny,
b) rizné redlné koreny, z nichz jeden je nulovy,

¢) dvojndsobny nenulovy redlny koren.

Otazka 3. Popiste formu obecného teseni v pripadé, Ze charakteristickd rovnice
md
a) komplexni koreny oo £ Bi, a # 0,

b) komplexni koreny + (1.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Vypoctéte wronskian fundamentalniho systému teseni z piikladu 9.2.5.
2. Najdéte obecna feseni rovnic s konstantnimi koeficienty:
a) 4y" —y =0, b) y" + 7y + 10y = 0,
c) 4y +y =0, d) ¥ + 8y’ + 25y = 0.
3. Reste pocateeni tlohy:

a)y’ —y — 12y =0, y(0) =5, ¥'(0) = —1,
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b)y'+y=0, y(m)=y(r) =2
c)y' +4y =0, y(0) =0, y'(0) = —12.

Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. W =3.
2.a) y=Cle2 + Che 2, b) y = Cre 2 4 Che 52,
¢)y=Creost+Cysing,  d) y=e*(C)cos 3z + Cysin 3x).
3.a)y=2e"+3e3 Db)y=—2cosx—2sinz, c)y=3e* -3
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Kontrolni test

Uloha 1. Jsou dany funkce y; () = ¢2*, yy(x) = e~2*. Wronskian této dvojice je

a)4, b)—4, ¢ 0, d)2e?.

Uloha 2. Jsou dény funkce y; = sinz, y, = sinz, y3 = 1 — cos2z. Které

z nasledujicich tvrzeni plati pro dvojice z nich utvorené?

a) funkce y;, yo jsou linedrné zavislé,
b) funkce y;, y3 jsou linedrné zavislé,
c) funkce yy, y3 jsou linedrné zavislé,

d) vsSechny dvojice jsou linedrné nezdvislé.

Uloha 3. Rozhodnéte, kterd z funkef a) — d) je Fesenfm diferencidlni rovnice

y' + 4y + 5y = 0.

y=¢e*(Cycosz + Cysinz) |

o &
~—

y = e *(C} cos 2x + Cysin 2x) |
y=-e 2(Cicosx + Cysinx) ,

2 2

y = e*(Cy cos 2x + Cysin 2z) .

Uloha 4. Funkce y(z) je feSenim rovnice 6y” — 5y’ — 6y = 0. Vyberte pocatecni
podminky, které spliiuje v bodé z = 0.

0)=0, Db)y(0)=0,y(0) =

2,y
2,70)=1, d)y0)=1, y(0)=

Uloha 5. Rozhodnéte, kterd z funkef a) — d) je fesenim pocatecni ulohy

Y+ 1y +12y =0, y(0)=5, ¥'(0)=3.
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y = —18e73% 4 23e~ 4 |

o @
~—

y = 23e 4 — 18737 |
y = 23078 — 18¢
y = 23e73% — 18747

&2

Uloha 6. Kters z dvojic a) — d) tvori fundamentalni systém feseni diferencialni

rovnice y”’ — 10y" + 25y =07

a) oy =€, yp=e",
b)  gp=et, gy =e
) =€, yp =z,
d) Yy =e 0% yy = xed® .

Uloha 7. Urcete, ktery z uvedenych vysledki je obecnym tesenim diferencialni

rovnice 9y” + 4y = 0:

&
~—

y = Cycos 3z 4 Cysin 2z

Yy = Clegm + C’Qe_gm ,

NIIERCS

y:C’lcOS%x—I—C’gsin%x,

y=0C + Cge’%:D )

=

Uloha 8. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je obecnym feSenim diferencialni

rovnice y” — 16y' + 68y = 0:

a) y = C1e7%% cos 2z + 09 sin 27 |

o

) y=e(Cycos2z + Cysin2z) ,
) y = e 22(C} cos 8z + Cysin 8z) ,

o

o,

) y = C1e*® cos 8x + Che ¥ sin 8z .
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Uloha 9. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je obecnym tesenim diferencialni

rovnice y” + 4y’ = 0:

&Lz e

y = C1e?® + Coe 2 |

y = Ccos2x + Cysin 2z
Yy = Cl + 61284z )
Yy = Cl =+ 0267433 .

Uloha 10. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je feSenim pocatecni ilohy

y' =0, y(—=1) =3, y(-1) =

Vysledky testu

2:

o o @

o,

y=2xr—5,
y=2r+5,
y=x+4,
y=2—-x.

Cislo tlohy

Spravna odpoved
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