Matematika Il 8.4. Shrnuti ke kapitoldam 7 a 8

8.4. Shrnuti ke kapitolam 7 a 8

Shrnuti lekce
Uvodni 7. kapitola prinesla informace o druzich feseni diferencialnich rovnic
prvniho fadu a struéné teoretické poznatky o podminkach existence a jedno-
znacnosti fesent:
1. diferencialni rovnici prvniho fadu muzeme psat v jednom z tvaru

y' = f(z,y), F(y',y,) =0  nebo  P(z,y)dx+ Q(z,y)dy =0;

2. pocatecni tilohou rozumime zadani, v némz je diferencialni rovnice doplnéna
podminkou y(xy) = yo, na jejimz zdkladé uréime, které partikuldrni reseni

z mnoziny funkci predstavujicich feseni obecné prochazi bodem [xg, yol;

3. je-li rovnice ve tvaru y’ = f(z,y), pak jeji feseni existuje na kazdé mnoziné,
kde je funkce f(x,y) spojitd; je-li navic spojitd parcialni derivace f,(z,v),
je Teseni jednoznacné.

V kapitole 8 jsme poznali nejéastéjsi typy rovnic prvniho radu a metody jejich

feSeni. Strucnou rekapitulaci predstavuje nasledujici tabulka.

Rovnice Typicky tvar Metoda teseni

separovatelna | vy = P(z).Q(y) piimé separace
proménnych

separovatelnd | ¢ = f(ax + by + ¢) separace po substituci

ar +by+c==z

homogenn{ y = f(%) separace po substituci
=z
exaktni P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, | uréeni kmenové funkce
je-li ng =Q.
linearni Yy = P(x)y+ Q(x) variace konstanty

****t
f Do - 363 -
** **
(4 *




Matematika Il 8.4. Shrnuti ke kapitoldam 7 a 8

Pohled na tabulku ukazuje, ze ke klicovym podminkam tspésnosti pti feseni
diferencialnich rovnic patii rozpoznani jejich typu. Nize uvedené tlohy reprezen-
tujici problematiku predchozich dvou kapitol maji za cil mimo jiné procviceni

této dovednosti.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Ukazte, ze zadané vyrazy predstavuji obecné feseni uvedené diferencialni rov-
nice:
a)yz&, xz € (0,7);
b)y* =20y =C, y#u;

Yy + ycotgx = 0,
(r—y)y' =y.

2. Rovnici y = z.(C — z) je dan systém kiivek. Ukazte, Zze jde o paraboly
prochézejici po¢atkem souradného systému (urcete soutadnice jejich vrcholu a osu
pro libovolné C' € R). Odvod'te diferencidlni rovnici tohoto systému a presvédcte

se jejim TeSenim o spravnosti vysledku.
3. Vyieste rovnici 2%y’ = y?. Jakym jejim feSenim je funkce y = 27

4. Urcete typ rovnice a najdéte jeji obecné TeSeni:

a) (dv —y)dex+xdy =0 b) (4x —y)dx —xdy =0;

)y —y=u; d) 3z%y — 2zy* + (2% — 22%y — 49°)y’ =0 .
5. Najdéte partikularni feseni pro zadanou pocatecni podminku:
a)3y'yay =1, y(
b) ¥/ cosz — ysinx = tgw , y(
¢)(ymx+y—1)de+ (zlnz+Iny+1)dy=0, y(1
d)ay' =y—y -z, y(
6. Oznacme y(t) pocet jedincu v populaci lesnich skudcu na uréitém tzemi.

Ptredpokladejme spojité zmény ve vyvoji populace, které jsou za jednotku casu
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umeérné rozdilu mezi poctem narozenych a poc¢tem uhynulych jedincu. Uvazujme
scénat casového vyvoje populace, v némz

(1) vychozi stav je yo skuden,

(2) pocet narozenych jedincu je imérny jejich poctu (konstanta imérnosti a),
(3) pocet uhynulych jedincu se méni imérné druhé mocniné jejich poctu (kon-
stanta umérnosti b).

Diferencialni rovnice s pocatecni podminkou popisujici tento proces ma tvar

d
d—izay—byz, y(0) = yo .

Najdéte teseni této tulohy a stanovte, pii jakém vychozim stavu gy, bude pri
pevnych hodnotach a, b pocet skudcu klesat. Urcete, na jaké hodnoté se jejich

pocet ustali.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

2. Doplnénim pravé strany na ¢tverec dostavame rovnici

coz je rovnice paraboly s vrcholem | a osou, kterd jim prochéazi rovnobézné se

c 0_2]
204
soutadnou osou y. Néekolik takovych kiivek je na obr. 8.4.1, piislusna diferencidlni
rovnice mé tvar zy’ —y + 22 = 0.

T
1-Cx>

3. Obecné feseni: y = funkce y = x je partikuldrnim fesenim pro C' = 0.

4. C.

homogenni, y = Cx — 4x In; b) homogenni, exaktni, y = 2z — =

a) C.
¢) linearni, y = Ce” —x — 1; d) exaktni, 23y — 2%y? — y? = C.

5.a)y* = (Vo +1)% b)y=-bhost o) gylnr+ylhy—z+1=0;
d)

y=(r+1)In(z+1)—2%+1.

6. Casovy vyvoj populace bude popsén funkef

aYo
t p—
y(t) byo + (a — byg)e—at’

pocet skudcu bude klesat pro yo > ¢ a ustali se na hodnoté
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Obr. 8.4.1. Systém parabol (hodnoty konstant C' jsou uvedeny).
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Kontrolni test

Uloha 1. Kolik feseni rovnice (22 — y)dz — (z + 2y)dy = 0 prochézi bodem
2, —1]7

a) dvé,  b)jedno, c¢)zadné,  d) nekone¢né mnoho .
Uloha 2. Oznacte funkei, kterd je obecnym feSenim tlohy
ycosz + ¢ (siny +sinz) =0 .

a) xcosy —ysinz = C | b) siny —ycosx = C',

¢) ysinx —cosy = C' d) xcosy —sinz = C'.
Uloha 3. Najdéte funkei y(x), kterd je fesenfm tlohy
(cosz —y') cosz =ysinz, y(0)=0.

Jaké hodnoty nabyva toto feseni v bodé x = 7n?

Uloha 4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je feSenim pocatecni tilohy

20 — vy x
——de———dy =0, y(2) =1
z(z —y) y(z —y) @
a)y =73, b)y:‘f:f, c)y=2"-3, d)y:f—;.

Uloha 5. Je dina pocatecni tloha (22 +1)dy = (2zy+1)dz, y(0) = 2. Pro funkei

y(x), kterd je jejim fesenim, plati:
™ s 71'2 s ™ s ™
a)y(7) =3, DbyF=%, JguH=%+3, dyF=%+2,
Uloha 6. Funkce y(z) je feSenim pocatecni tlohy
N ™
ycosz = (1+y')sinx, y(g) =—.

Které z uvedenych tvrzeni pro ni plati?
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a)y(m)=0, b)y(r)=—-m, c)y(r)=neexistuje, d)y(r)=rm.

Uloha 7. Kterd z uvedenych rovnic je soucasné homogenni, exaktni a linearni?
a)y+azy —x=0, b)y+zy +2=0,

r+yy+y=0, dy+tzy+22=0.

Uloha 8. Uréete dvo jice, které si budou odpovidat, pritadime-li k rovnicim A — D

vzdy jeden z typu 1 — 4 :

Az +y) =1 1 homogenni

B ay— 2%y = > 2 linedrn{

C zyy—y+1=0 3 exaktni

D 2xy=1vy'(2y — z?) 4 separovatelnd

a) A3, B2, C1,D4  b) A2, B1, C4, D3
¢) A2, B3, C1, D4 d) Al, B4, C3, D2

Uloha 9. Integraln{ kiivky (grafy) obecného teseni rovnice (1 —x)y' —y+1=10

jsou

a) hyperboly,  b) paraboly, c¢) kruznice, d) piimky.

Uloha 10. Funkce y(z) je TeSenim pocatecni tlohy

1
y + 3y =2xe ", y(0) = —3 -

Jeji absolutni (globédlni) maximum na intervalu (0, 2) nastava v bodé

a) [1, 1], b) [z, 1], c) [1, 3], d) [0, 2J.
Vysledky testu f\g-’i
Cislo tlohy 1123|456 7[8|9]10

Spravna odpovéd | b) | ¢) | a) [d)|c)|a)|[Db)|b)|a)]c)
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