Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

8.2. Exaktni rovnice

Cile
Ve vykladu o funkcich dvou proménnych jsme se seznamili také s jejich dife-
rencidlem prvniho fadu, ktery je pro funkci F'(z,y) vyjadien vyrazem

gp = 2F@y) ,  OF@y) -
ox dy

Nyni budeme hledat odpovéd na otdzku, zda a jak lze od této diferencidlni for-
mule prejit zpét k funkei F'(x, y). Poznatky, které ziskame, hraji rovnéz vyznamnou

roli v souvislosti s aplikacemi ve fyzice.

Definice 8.2.1.
Diferencialni rovnice P(x,y) dx+ Q(z,y) dy = 0 se nazyva exaktni, je-li vyraz
P(z,y) dx+ Q(x,y) totdlnim diferencidlem jisté funkce F'(x,y) oznacované

jako kmenova funkce.

Véta 8.2.1.
Jsou-li funkce P(z,y), Q(x,y) diferencovatelné na oblasti €2, pak je rovnice

P(z,y)dx + Q(x,y) dy = 0 exaktni pravé tehdy, kdyz na oblasti Q plati

OP(z,y)  0Q(z,y)
dy Oz

Je-li F(z,y) kmenovou funkei piislusného totélniho diferencidlu, ma obecné

reSeni exaktni rovnice tvar

F(z,y)=C".

Dukaz: Je-li P(x,y)dz+Q(x,y) totdlnim diferencidlem funkce F'(z,y), musi byt

dF:de+Md

—p .
o oY (z,y)dr + Q(z,y) dy
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Odtud plyne pro parcidlni derivace funkei P(x,y), Q(z,y):
OP(x,y) _ F(z,y) 0Q(x,y) _ O°F(z,y)

dy  Oyor Ox Oxdy

Podle predpokladu jsou derivace spojité, takze

OF(ry) OFFxy)  _ OP(xy) _0Q(y)
oyor  Oxdy oy  oxr

coz jsme méli dokazat.

Dukaz opa¢ného tvrzeni,

P
0 éx, y) = anC’ v —  exaktnost rovnice P(z,y)dr+ Q(x,y)dy =0,
Yy T

~ e~

posledni ¢ast tvrzeni: mé-li byt F(z,y) = C' obecnym feSenim rovnice, pak musi

vyhovét zkousce. Skutecneé, diferencovanim tohoto vztahu dostavame

OF (z,y) OF (z,y)
ox dv + dy

dy=20,

a tedy P(z,y)dr + Q(x,y)dy = 0, coz jsme méli dokazat.

Vyklad

7 predchozi véty je ziejmé, ze TesSit exaktni rovnici znamend urcit kmenovou

funkci totdlniho diferencialu. Vyjdeme-li kuptikladu z rovnosti

OF (z,y)

9% = P(z,y),

muzeme kmenovou funkei urcit integract:

Fo,y) = [ Pla,y) do+ K(y) = Ula,y) + K(y).

Ve vysledku je U(x,y) primitivni funkce a K(y) integracni ,konstanta”, ktera

muze ovSem zaviset na druhé proménné. Tuto veli¢inu urc¢ime z podminky

OF (z,y) 0U 0K
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Pak
k)= [ (@) -5 ) av.

Zbyvéa ovsem dokdzat, ze integrand Q(z,y) — %—Z nezavisi na proménné x, tedy

ze jeho derivace podle této proménné je rovna nule:

a( 8U>_8Q PU0Q a( 6U>_8Q P _

O COx)  9r Oy

dy

 Oxr  Oxdy  Ox Oy Oxr Oy

Pozndamka
Popsang postup je mozno provést také se zaménénym poradim proménnych, tj.

zacit integraci

F,y) = [ Q@ y)dy+ L(z) = V(z,y) + L(z)

a pokracovat uréenim funkce L(x). Je proto obvyklé tyto postupy spojit a formalné

vypocist oba integraly
Fla,y) = [ Pla,y)do+ K(y) = Vi(a,y) + Ci

me:/me@+um:w@w+@,

kde Ci, Cy jsou integracni konstanty. Kmenovou funkci F(x,y) vytvorime
slouc¢enim velicin Uy (x,y) a Us(x,y), pricemz cleny, které se vyskytuji soucasné

v obou vyrazech, uvazujeme pouze jedenkrdt.
Cely algoritmus feseni exaktni rovnice pak vypadé takto:
1. Otestujeme exaktnost rovnice podminkou P, = Q.
2. Uréime kmenovou funkci F'(x,y) nékterou z vyse uvedenych metod.

3. Zapiseme Feseni rovnice ve tvaru F(z,y) = C.
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Resené ulohy

Piiklad 8.2.1. Reste rovnici (2zy — 2z — 1)dz + (2% + 2y + 1)dy = 0.

Reseni: Ovérime exaktnost rovnice na zakladé parcidlnich derivaci:

P(z,y) =2xy — 2z — 1 — P, =2z, . OP(z,y) 0Q(z,y)
Qlr,y) =2 +2y+1 — Q. =2z dy O

Nyni aplikujeme postup uvedeny v posledni poznamce:
/P(:c,y)dx:/(Qxy—Q:c— ) de =2’y — 2 —x+ O,

[Q@yydy= [@*+2y+1)dy = aPy+ 12 +y+Cs.

Do kmenové funkce sepiseme viechny ziskané ¢leny, avsak smiseny ¢len 22y pouze

jedenkrat:

2

F(z,y) =2’y —2*+y* —x+y.

Hledané teseni ma tvar F(x,y) = C, tj.
Py -2ty —rty=0C.
Spravnost vysledku snadno ovéiime zkouskou.

Pi#iklad 8.2.2. Reste rovnici (2y — zsin 2y)y’ = sin®y.

Reseni: Nejprve rovnici prepiseme do vhodnéjsiho tvaru
sin®y dx + (xsin 2y — 2y) dy = 0
a déle zopakujeme postup z predchozi tlohy:
P(z,y) =sin®’y — P, =2sinycosy = sin 2y,

r,y) =xsin2y — 2y — ! =sin2y.
Q(z,y) y—2y 2 y
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Parcialni derivace se rovnaji, takze jde opét o exaktni rovnici, a proto
/P(x,y) dx = /sinde:c = zsin®y + O,

1
/Q(x,y)dy: /(xsin?y—?y)dy: —§$0082y—y2+02.

Ze ziskanych dilcich vysledku dostdvame kmenovou funkci
.2 1 2
F(z,y) =zsin“y — §x0052y — .

Bohuzel, vysledek je chybny! Je totiz

OF 1
e sin?y — §c052y #siny = P(z,y).

Zkusime proto puvodni postup:

F(z,y) = /P(x,y)dx: /sinzydx =xsin®y + K(y),
a déle

0
5y sy £ K@) = wsin2y + K'y) = wsin2y—2y (=Q(.0)),

Odtud

K'(y)=-2y = K(y) = /(—2y) dy = —y° .

Novym vysledkem je tedy funkce
F(x,y) = wsin’y — y°
a spravné reseni
rsiny —y*=C

(presvedcte se zkouskou). Zbyva vysvétlit, ¢im byla zpusobena chyba v prvnim
postupu. Rozepiseme-li totiz funkei z sin?y podle znamého vzorce z trigonomet-
rie, obdrzime

 sin’ —1'1(1—0082 )= —x — —xcos?2
Y70 YTt ey
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Druhy clen vsak jiz v predchozim diléim vysledku mame, a tedy prvni verze

kmenové funkce byla sestavena chybneé.

Poznamka

Predchozi priklad neznamend odmitnuti postupu, uspésné pouzitého v iloze 8.2.1.
Upozornuje pouze na jistou ddvku obezretnosti, s niz musime k reseni exaktnich

rovnic pristupovat.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Definujte exaktni diferencialni rovnici a formulujte podminku, na

jegimz zakladé se exaktnost overi.
Otazka 2. Jaké jsou postupy pri reseni exaktni rovnice?.

Otazka 3. Vysvétlete pojem ,, kmenovd funkce”.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Ovérte, ze jde o exaktni diferencidlni rovnici a najdéte jeji obecné, piipadné

partikularni fesent:
a) (1+azcos2y)dr —a*sin2ydy =0

Inxz 1
b) o — —y|=— 1) =2
)y(y2 y) ot y(1) =2,

)dx— * dy=0.
r—yY

8

0 (m(a: g+

xr —

<

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. a) x4 2% cos 2y = C, b) y® +2Inx = 4y, c) xln(z —y) =C.
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