
Matematika II 8.2. Exaktńı rovnice

8.2. Exaktńı rovnice

Ćıle

Ve výkladu o funkćıch dvou proměnných jsme se seznámili také s jejich dife-

renciálem prvńıho řádu, který je pro funkci F (x, y) vyjádřen výrazem

dF =
∂F (x, y)

∂x
dx +

∂F (x, y)

∂y
dy .

Nyńı budeme hledat odpověd’ na otázku, zda a jak lze od této diferenciálńı for-

mule přej́ıt zpět k funkci F (x, y). Poznatky, které źıskáme, hraj́ı rovněž významnou

roli v souvislosti s aplikacemi ve fyzice.

Definice 8.2.1.

Diferenciálńı rovnice P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 se nazývá exaktńı, je-li výraz

P (x, y) dx+Q(x, y) totálńım diferenciálem jisté funkce F (x, y) označované

jako kmenová funkce.

Věta 8.2.1.

Jsou-li funkce P (x, y), Q(x, y) diferencovatelné na oblasti Ω, pak je rovnice

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 exaktńı právě tehdy, když na oblasti Ω plat́ı

∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
.

Je-li F (x, y) kmenovou funkćı př́ıslušného totálńıho diferenciálu, má obecné

řešeńı exaktńı rovnice tvar

F (x, y) = C .

Důkaz: Je-li P (x, y) dx+Q(x, y) totálńım diferenciálem funkce F (x, y), muśı být

dF =
∂F (x, y)

∂x
dx +

∂F (x, y)

∂y
dy = P (x, y) dx + Q(x, y) dy .
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Odtud plyne pro parciálńı derivace funkćı P (x, y), Q(x, y):

∂P (x, y)

∂y
=

∂2F (x, y)

∂y∂x
,

∂Q(x, y)

∂x
=

∂2F (x, y)

∂x∂y
.

Podle předpokladu jsou derivace spojité, takže

∂2F (x, y)

∂y∂x
=

∂2F (x, y)

∂x∂y
=⇒

∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
,

což jsme měli dokázat.

Důkaz opačného tvrzeńı,

∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
=⇒ exaktnost rovnice P (x, y) dx+ Q(x, y) dy = 0 ,

je poněkud náročněǰśı a lze se s ńım seznámit např. v [17]. Snadno dokážeme

posledńı část tvrzeńı: má-li být F (x, y) = C obecným řešeńım rovnice, pak muśı

vyhovět zkoušce. Skutečně, diferencováńım tohoto vztahu dostáváme

∂F (x, y)

∂x
dx +

∂F (x, y)

∂y
dy = 0 ,

a tedy P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, což jsme měli dokázat.

Výklad

Z předchoźı věty je zřejmé, že řešit exaktńı rovnici znamená určit kmenovou

funkci totálńıho diferenciálu. Vyjdeme-li kupř́ıkladu z rovnosti

∂F (x, y)

∂x
= P (x, y) ,

můžeme kmenovou funkci určit integraćı:

F (x, y) =
∫

P (x, y) dx + K(y) = U(x, y) + K(y) .

Ve výsledku je U(x, y) primitivńı funkce a K(y) integračńı ,,konstanta”, která

může ovšem záviset na druhé proměnné. Tuto veličinu urč́ıme z podmı́nky

∂F (x, y)

∂y
=

∂U

∂y
+

∂K

∂y
= Q(x, y) .
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Pak

K(y) =
∫

(

Q(x, y) −
∂U

∂y

)

dy .

Zbývá ovšem dokázat, že integrand Q(x, y) − ∂U
∂y

nezáviśı na proměnné x, tedy

že jeho derivace podle této proměnné je rovna nule:

∂

∂x

(

Q −
∂U

∂y

)

=
∂Q

∂x
−

∂2U

∂x∂y
=

∂Q

∂x
−

∂

∂y

(

Q −
∂U

∂x

)

=
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
= 0 .

Poznámka

Popsaný postup je možno provést také se zaměněným pořad́ım proměnných, tj.

zač́ıt integraćı

F (x, y) =
∫

Q(x, y) dy + L(x) = V (x, y) + L(x)

a pokračovat určeńım funkce L(x). Je proto obvyklé tyto postupy spojit a formálně

vypoč́ıst oba integrály

F (x, y) =
∫

P (x, y) dx + K(y) = U1(x, y) + C1 ,

F (x, y) =
∫

Q(x, y) dy + L(x) = U2(x, y) + C2 ,

kde C1, C2 jsou integračńı konstanty. Kmenovou funkci F (x, y) vytvoř́ıme

sloučeńım veličin U1(x, y) a U2(x, y), přičemž členy, které se vyskytuj́ı současně

v obou výrazech, uvažujeme pouze jedenkrát.

Celý algoritmus řešeńı exaktńı rovnice pak vypadá takto:

1. Otestujeme exaktnost rovnice podmı́nkou P ′

y = Q′

x.

2. Urč́ıme kmenovou funkci F (x, y) některou z výše uvedených metod.

3. Zaṕı̌seme řešeńı rovnice ve tvaru F (x, y) = C.
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Řešené úlohy

Př́ıklad 8.2.1. Řešte rovnici (2xy − 2x − 1)dx + (x2 + 2y + 1)dy = 0.

Řešeńı: Ověř́ıme exaktnost rovnice na základě parciálńıch derivaćı:

P (x, y) = 2xy − 2x − 1 =⇒ P ′

y = 2x ,

Q(x, y) = x2 + 2y + 1 =⇒ Q′

x = 2x











=⇒
∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
.

Nyńı aplikujeme postup uvedený v posledńı poznámce:

∫

P (x, y) dx =
∫

(2xy − 2x − 1) dx = x2y − x2 − x + C1 ,

∫

Q(x, y) dy =
∫

(x2 + 2y + 1) dy = x2y + y2 + y + C2 .

Do kmenové funkce seṕı̌seme všechny źıskané členy, avšak smı́̌sený člen x2y pouze

jedenkrát:

F (x, y) = x2y − x2 + y2 − x + y .

Hledané řešeńı má tvar F (x, y) = C, tj.

x2y − x2 + y2 − x + y = C .

Správnost výsledku snadno ověř́ıme zkouškou.

Př́ıklad 8.2.2. Řešte rovnici (2y − x sin 2y)y′ = sin2 y.

Řešeńı: Nejprve rovnici přeṕı̌seme do vhodněǰśıho tvaru

sin2 y dx + (x sin 2y − 2y) dy = 0

a dále zopakujeme postup z předchoźı úlohy:

P (x, y) = sin2 y =⇒ P ′

y = 2 sin y cos y = sin 2y ,

Q(x, y) = x sin 2y − 2y =⇒ Q′

x = sin 2y .
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Parciálńı derivace se rovnaj́ı, takže jde opět o exaktńı rovnici, a proto

∫

P (x, y) dx =
∫

sin2 y dx = x sin2 y + C1 ,

∫

Q(x, y) dy =
∫

(x sin 2y − 2y) dy = −
1

2
x cos 2y − y2 + C2 .

Ze źıskaných d́ılč́ıch výsledk̊u dostáváme kmenovou funkci

F (x, y) = x sin2 y −
1

2
x cos 2y − y2 .

Bohužel, výsledek je chybný! Je totiž

∂F

∂x
= sin2 y −

1

2
cos 2y 6= sin2 y = P (x, y) .

Zkuśıme proto p̊uvodńı postup:

F (x, y) =
∫

P (x, y) dx =
∫

sin2 y dx = x sin2 y + K(y) ,

a dále

∂

∂y
(x sin2 y + K(y)) = x sin 2y + K ′(y) = x sin 2y − 2y ( = Q(x, y) ) .

Odtud

K ′(y) = −2y =⇒ K(y) =
∫

(−2y) dy = −y2 .

Novým výsledkem je tedy funkce

F (x, y) = x sin2 y − y2

a správné řešeńı

x sin2 y − y2 = C

(přesvědčte se zkouškou). Zbývá vysvětlit, č́ım byla zp̊usobena chyba v prvńım

postupu. Rozeṕı̌seme-li totiž funkci x sin2 y podle známého vzorce z trigonomet-

rie, obdrž́ıme

x sin2 y = x
1

2
(1 − cos 2y) =

1

2
x −

1

2
x cos 2y .
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Druhý člen však již v předchoźım d́ılč́ım výsledku máme, a tedy prvńı verze

kmenové funkce byla sestavena chybně.

Poznámka

Předchoźı př́ıklad neznamená odmı́tnut́ı postupu, úspěšně použitého v úloze 8.2.1.

Upozorňuje pouze na jistou dávku obezřetnosti, s ńı̌z muśıme k řešeńı exaktńıch

rovnic přistupovat.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Definujte exaktńı diferenciálńı rovnici a formulujte podmı́nku, na

jej́ımž základě se exaktnost ověř́ı.

Otázka 2. Jaké jsou postupy při řešeńı exaktńı rovnice?.

Otázka 3. Vysvětlete pojem ,,kmenová funkce”.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Ověřte, že jde o exaktńı diferenciálńı rovnici a najděte jej́ı obecné, př́ıpadně

partikulárńı řešeńı:

a) (1 + x cos 2y) dx− x2 sin 2y dy = 0

b) y′

(

ln x

y2
− y

)

=
1

xy
, y(1) = 2 ,

c)

(

ln(x − y) +
x

x − y

)

dx −
x

x − y
dy = 0 .

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) x + 1

2
x2 cos 2y = C, b) y3 + 2 lnx = 4y, c) x ln(x − y) = C.
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