Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

8. Metody feseni diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

8.1. Separovatelné rovnice

Cile

V ptedchozi kapitole jsme poznali separovany tvar diferencialni rovnice, ktery
bezprostiedné umoznuje nalézt feseni integraci. Existuje Sirokd skupina tloh,
které jsou na takovy tvar prevoditelné bud jednoduchymi tpravami v rovnici
nebo vhodnou substituci. Oznacuji se jako separovatelné rovnice a nyni se
seznamime se tfemi nejcastejsimi typy:

a) y = P(x).Q(y) (zdkladni tvar separovatelné rovnice),
b) ' = flaz + by + ),

o)y =f (ﬂ) (homogenni rovnice).

T

8.1.1. Zékladni typ

Vyklad
U tohoto typu, ktery zapisujeme obvykle ve tvaru y' = P(z).Q(y), postacuje
k separaci jednoduchd uprava rovnice (vyuzijeme identity y' = dy/dzx):

dy
Qv)

po niz muze hned nasledovat integrace.

= P(z)dz,

Priiklad 8.1.1. Najdéte feSeni rovnice y' = —y.cotgz.

Reseni: Separace vede k rovnici

dy cos T
/—:—/ —dx
Y sin x

kterou po integraci zapiseme takto:

Injy|=—In|sinz|+InC .
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Po odlogaritmovani dostavame obecné teseni

V uvedeném piikladu si povsimnéme dvou skutecnosti, s nimiz se pii vypoc-
tech casto setkdvame. Vede-li integrace na logaritmickou funkci, je zvykem psat
logaritmovany vyraz v absolutni hodnoté. Duvodem je — zjednodusené feseno —
pozadavek, aby definiéni obor celého vyrazu byl po integraci stejny jako ptred ni.
Déle byva vhodné psat integracni konstantu ve formé logaritmu, jestlize bude

nasledné provedeno odlogaritmovani. Tento krok usnadnuje zapis vysledku.

Poznamka

Vyse uvedeny zakladni tvar separovatelné rovnice neni jediny mozZny. Md radu
variant, které vsak vZdy vedou k separované rovnici. Jako ukdzku wvadime dalsi

reseny priklad.

Priklad 8.1.2. Najdéte fesen{ pocatecni tlohy (z — 1)y’ +y?> =0,y(2) = —1.

Reseni: Postup pii separaci je zfejmy z nasledujicich kroki (pfesvédcte se,

ze rovnici lze zapsat i ve tvaru y' = P(x).Q(y)):

d d d
-1y +y°=0 = (ad"—l)—y——y2 = /_y:_/ °

dor y? z—1"
Integraci obdrzime
1 =—In(z—-1)+C, odkud  y(x) = - :

Y In(z —1)—-C
Dosadime-li do ziskaného obecného teseni z pocatecni podminky z = 2, y = —1,
bude

_1:1n11—0’ tj. C=1.
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Nyni muzeme zapsat hledané feseni pocatecni tlohy:

1
yp(x):ln(x—l)—l’

8.1.2. Rovnice typu y' = f(az + by + ¢)

Vyklad

Uveédomme si nejprve, ze y = y(x). Tuto rovnici lze tudiz pro libovolné kon-
stanty a, b # 0, ¢ € R transformovat na jednodussi separovatelnou rovnici sub-
stituci

ar + by + c = z(x).
Derivovanim tohoto vztahu podle x dostavame

,_
: ba,kdez':%

a+by =7, odkud y = o
x

Po dosazeni do puvodni rovnice vychazi postupnymi tpravami

- d
Zba:f(z) —  YJ=a+bf(z) = W”}(z):dx.

Vysledkem je rovnice se separovanymi proménnymi, v niz lze jiz pokracovat in-
tegraci.

Popsany postup budeme ilustrovat dvéma fesenymi piiklady.
Resené dlohy

Pi#iklad 8.1.3. Reste rovnici y' — y + 3z = 5.
Reseni: Napiseme-li zadan{ ve tvaru v/ = y — 3z + 5, je na prvni pohled ziejmé,
ze f(z) =z =y — 3z + 5. Proto 2/ =%’ — 3 a rovnice se dale transformuje a tesi

takto:

d d
Z+3=z — - =dx — / - :/dx.
z—3 z—3
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Po provedeni integrace néasleduje zpétna substituce:
In(z—3) =2+InC = z=0C.e"+3 == y—3z+5=Ce"+3.
Po drobné upravé dostavame obecné feseni

y(x) =Ce" +3x —2.

Piiklad 8.1.4. Reste rovnici 3 + (z — y)? = 0.

Reseni: Nynf je v/ = —(z — y)?, takze polozime z = = —y, 2/ = 1 — /.
Rovnice ptejde touto substituci do tvaru (f(z) = —2z?)
d
1—2 =—2° — 7 =142 — : :/dx.
1+ 22
Odtud

arctgz =+ C = z=tg(x+C) = y(x) =z —tg(x+c).

O spravnosti vysledku se samoziejmé presvédéime zkouskou — dosazenim
ziskaného reseni do puvodni rovnice, véetné pripadného ovéreni platnosti pocatecni
podminky. S ohledem na omezeny rozsah textu zde zkousky neuvadime, avsak

viele doporucujeme jako samostatné cviceni.
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

8.1.3. Homogenni rovnice

Vyklad
Diferencidlni rovnici nazyvame homogenni, lze-li ji upravit na tvar
/ Yy
y =1 <—> :
x
Resime ji ptevedenim na separovatelnou rovnici substituci

= = z(2) - Yy =zx — Yy =Zrx+ 2.

Pozndamka

Terminem homogenni byvaji oznacovdany i rovnice (poptipadé soustavy rov-
nic) s nulovou pravou stranou, kterymi se budeme zabyvat v dalsich kapitoldch.
V tomto textu wvsak wvedeny ndzev vyhradime pouze rovnicim vyse uvedeného
tvaru.

Zdroven je vhodné pripomenout, Ze funkce f(x,y) se na oblasti Q € R? nazijvd

homogenni stupné k, jestlize pro libovolné t # 0 plati

flta,ty) =t*f(z,y).

Doporucujeme povsimnout si této vlastnosti u ¢leni v rovnicich uvedengch nize

(napt. ¢leny rovnice v ndsledujici uloze jsou homogenni stupné 2).
Piiklad 8.1.5. Urcete obecné feSeni rovnice (2zy — 22)y’ = 3y? — 2zy.

Reseni: Nejprve se presvedéime, ze jde o homogenni rovnici:
2
y 3 =20 3(2) —2¢ :f(g>
2xy — x2 24 -1 x)

Nyni uplatnime substituéni vztahy y/x = z, v/ = 2'z + 2:
322 — 22 dz 22—z

!
= — :> - =
FrEEE S Y T 2.1
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

odkud

2z —1 d
/ j dz= [ &£ = In|z*~z| = In|z[+InC — P—z=0Cz.
22—z x

Po zpétné substituci a tpravé obdrzime obecné feseni — tentokrat je funkce y(x)
vyjadiena implicitné:

v —ay—Cx? =0.

Piiklad 8.1.6. Reste pocatecni tlohu xy’ —y — /22 — y2 =0, y(1) = 3

Reseni: V upraveném tvaru této homogenni rovnice,

2
y/:g_}_ 1_<g)’
X X

opét zavedeme prislusnou substituci a po separaci proménnych obdrzime
/ dz / d = i In|z| + C
—_— = — arcsin z = In |z ,
V1—22 x
odkud plyne obecné teseni
y = z.sin(In |z| + C).
Na zaveér vypocteme konstantu C' ze zadané podminky:
1 1 x
— =sinC = C = arcsin - = —
2 2 6

Vyslednym partikularnim feSenim je tudiz funkce

Yp(z) = z.sin (ln |z| 4+ %) :

Kontrolni otazky

Otazka 1. Vysvétlete pojem separace promenngch v diferencidlni rovnici.
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Otazka 2. Uved'te priklady separovatelnijch diferencidlnich rovnic.

Otazka 3. Kdy rikame, Ze funkce f(x,y) je (na zadané oblasti) homogenni

stupné k?
Otazka 4. Jak charakterizujeme homogenni diferencidlni rovnici proniho radu?

Otazka 5. Popiste algoritmus TeSeni homogenni rovnice.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Reste nasledujici separovatelné rovnice:

a) y'sinz = ycosz,

2. Ovérte, ze zadané diferencidlni rovnice jsou homogenni a najdéte jejich obecné
feSeni:

a) 2%y = y? + zy,

b) &y = y(iny — Ina),

c) vy’ —y = 2,/TY.

3. Urcete partikularni feseni rovnic pti zadanych podminkach:
a)y' +e’ =0, y(0)=0,
b) (w+y)y =2 -y, y(’) =2,

o)l+y =vet+y+1l y(-2)=1

4. Oveite, ze funkce y = —x — 1 je vyjimectnym feSenim rovnice v prikladu

3c). Ukazte, ze v bodech lezicich na jejim grafu je porusena jednoznacnost feseni.
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Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1.a) y=C.sinz, b)y:tg(C—%), )y=x+2lnz+C,
d)y—In(z+y+1)=C.

2.2)y=—5e b) y = ze®o Tt c)y=z(lnz+ C)>
8.a)y=In(1-2), b) a? = 2zy —y? =1, )y ="

4. Dosazenim se snadno ptesvédcime, ze funkce y = —x — 1 zadané rovnici vy-

hovuje. Nelze ji vsak ziskat pro zadnou volbu konstanty C' z obecného fesSeni,

kterym je systém parabol

_<x+0y_x_1
y - 2 ’

proto se jedna o feseni vyjimecné. Piimka y = —x — 1 je spole¢nou tecnou vsech
téchto parabol, s nimiz ma spoleé¢ny bod dotyku, jimz tedy prochézi vyjimecné
feseni a jedno z partikularnich, takze nastava poruseni jednoznacnosti - viz obr.

8.1.1.

20
151 1
10} .
y 2
5 - -
_ 1
y= /
—x—1
(0] . 0O
-1
-5} -2 |
-6 -4 -2 0 2 4 6

Obr. 8.1.1. Integralni krivky k ptikladu 4, hodnoty konstanty C' a graf

vyjimecného feSeni jsou ziejmé z obrazku.
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Kontrolni test
Uloha 1. Pii které z podminek a) — d) mé rovnice (222 — zy)y’ = x — 2y prave

jedno Teseni?

Uloha 2. Oznacte funkei, kterd je fesenfm pocateéni ilohy 2y’ = 1+, y(2) = 3.
a)y=x+1, b)y=-2x+T7, c)y=3zr—3, d)y=2r-1.

Uloha 3. Funkce y(z) je feSenim pocatecni ulohy (z — y)y' =2, y(3) = 0.

Urcete bod xy , v némz tato funkce nabyva hodnoty y, = —2:

a)zg==+, blay=ec, c)zg=1, d)ag=-—e.

Uloha 4. Kterd z kiivek a) — d) na obr. 8.4.2 je grafem teseni tulohy =+ 4yy’ = 0,
y(0) =17

25

1.5f

0.51

-0.51

-1.5

Obr. 8.1.2. Krivky k testové tloze ¢. 4.
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Uloha 5. Vyberte funkci, kterd je partikuldrnim feSenim rovnice yy = x pii

podmince y(—2) = 4:

a)z?—y*=12, Dblay=8, ) y*—2*=12, d)zy=-8.

Uloha 6. Diferencidln{ rovnice ' + 1 = V& + y ma pii podmince y(0) =0

a) partikuldrni feseni y = %2 — x, vyjimeéné Teseni y = —ux,

b) partikuldrni fesenf y = 22 — 42, vyjimetné feseni zy = 1,

c) partikuldrni feseni y = —z, vyjimecné feseni y = % —x,

d) partikularni feseni y = 1 — x, vyjimecné teseni y = ”;’1—2 — .

Uloha 7. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich vyrazu je obecnym feSenim rovnice

2z —y)y =4x — 3y .

a) (y —x)*(y — 4x) =

— dx : b) (y —x)(y —42)*> =C,
¢) (y+x)*(y — 4x)

C
C, d) (y+z)(y—4z)* =C'.

Uloha 8. Rovnicf 2zyy’ = y* — 22 je uréen svazek kruznic, které maji stied na
ose = a dotykaji se osy y (a sebe navzdjem) v poc¢atku souradného systému (obr.

8.4.3). Jaky polomér R mé& ta z nich, kterd prochazi bodem [—2, 4] ?
a) R=6, b R=2, ¢ R=3, d) R=5.

Uloha 9. Obecné fesen{ rovnice y' + e¥ = 1 obsahuje konstantu C. Jeji hodnota

pii podmince y(0) = —1 je

a)C=1—e¢, b)C=14e, c¢)C=e—-1, d)C=e.

Uloha 10. Rychlost rozpadu radioaktivniho prvku je pfimo imérné jeho okamzi-

tému mnozstvi. Tuto skutecnost vyjadiuje diferencidlni rovnice

dy _
dt
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Obr. 8.1.3. Svazek kruznic - k tloze 8.

kde y(t) je mnozstvi (pocet) jader radionuklidu v okamziku ¢ a A je tzv. rozpadova
konstanta. Polocas rozpadu T radionuklidu je doba, za kterou se pocet jader

zmens$i na polovinu. Vztah mezi rozpadovou konstantou A a polocasem rozpadu

T mé tvar
A In2 A 2
T=2, b)T=-t T=2 . Qr==.
AT=3. P oo 9T 9T =5
Vysledky testu
Cislo tlohy 1121314156 7|8]19]10
Spravnd odpoved | ¢) | d) |a)|d)|c)|a)|b)|d)]|c)|Db)

* % %
* 4 4

E 5
* gk
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