Matematika Il 7.2. Existence a jednoznaZnost FeSeni

7.2. Existence a jednoznacnost feSeni

Cile
Nase nejblizsi cile spocivaji v odpovédich na zakladni otazky, které si klademe

v souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi:

1. M4 rovnice feseni?
2. Kolik je teseni a jakého jsou typu?

3. Jak se tato Teseni najdou?

Vyklad
Zacneme odpovédi na posledni z nich pro nejjednodussi ptipad, kterym je

rovnice se separovanymi proménnymi

Q' =P(x), t. Qy)dy=Plx)dr,
nahradime-li derivaci ' podilem dy/dx. Zde jsou proménné oddéleny (separovany)
na jednotlivé strany a muzeme provést integraci, ktera néas ptrivede ptimo k vysled-
ku:
Jewdy= [ P)dz+C.

Primitivnim funkcim na obou strandch rovnosti teoreticky nélezeji dvé integracni
konstanty, které vsak spojujeme do jediné, kterou zpravidla piSeme k vyrazu
s nezavisle proménnou. Podle okolnosti muzeme po integraci vhodnymi tipravami
vyjadrit obecné feseni explicitné jako y = (z, C') . Integraéni konstanta C' je or-
ganickou souc¢asti feseni, je proto nutno ji zaclenit do ptislusného vyrazu v okamzi-

ku, kdy je provedena integrace.

Priklad 7.2.1. Je dana rovnice 3y’ = —2x. Urcete
jejl obecné Teseni,

a)
b) partikularni feseni uréené podminkou y(1) = 2.
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Reseni:

a) y(z) = [(—2z)dx = —2* + C, proto soustava parabol o rovnicich y = C' — 2?

(obr. 7.2.1) predstavuje obecné feseni tilohy. O jeho spravnosti se lze snadno

presvédcit zkouskou.

b) Zadand podminka znamend, ze hledame integralni kiivku, ktera prochazi bo-

dem [1,2]. Dosazenim téchto souradnic do obecného feseni dostavame
2=0C—-12, odkud  C =3.
Vyslednym partikuldrnim fesenim je tedy parabola (na obr. 7.2.1 ¢erveneé)

yp:3—x2.
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Obr. 7.2.1. Integralni kiivka partikularniho feSeni piikladu 7.2.1. a nékolik

dalsich parabol z obecného feseni.
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Vyklad
cilem prevedeni zadané rovnice do separovaného tvaru. Vybranymi typy rovnic a
metodami jejich feseni se zabyvame v dalsi kapitole.

Obecnd formulace zadéni z predchoziho piikladu b) se nazyvd pocateéni
uloha pro diferencialni rovnici. Jedna se tedy o rovnici doplnénou podminkou,
z niz uréujeme partikuldrni reseni prochézejici bodem [xq, yol:

v ="r(xy),  ylw) =y
Pozndamka
Termin poédteéni uloha odkazuje k historii, kdy se diferencidlni rovnice tesily
nejcastégi pro déje zavislé na case. Dnes ma obecny vyznam, ktery podtrhuje dalsi

pouzivané oznaceni — Cauchyho vloha.

Zbyva odpovédét na prvni dvé otazky formulované v tvodu kapitoly: kdy
feSeni rovnice existuje a je-li jednoznacné, tj. zda zadanym bodem prochazi jedna
nebo vice integralnich kiivek. Teorie dava odpoveéd ve formé nésledujici véty,

kterou uvadime bez dukazu.

Véta 7.2.1.

Necht je ddna rovnice y' = f(z,y) a bod A = [zg,y0]. Je-li funkce (dvou

proménnych) f(x,y) spojitd v bodé A a urcitém jeho okoli, pak v tomto okoli

existuje FeSeni rovnice y' = f(z,y), které spliuje podminku y(xg) = yo. Je-li
Of(z.y)

spojita také derivace o pak je feSeni prave jediné.

Priklad 7.2.2. Je ddana rovnice

Vysetiete mnozinu, na niz feSeni existuje, a dale jednoznacnost tohoto feseni.

Najdéte obecné teseni a znazornéte graficky nékolik integralnich kiivek.
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Reseni: Rovnici snadno zapiSeme v separovaném tvaru a prejdeme piimo

k integraci:

d
B\S/yy_2:/dx = Vy=x+C = y=(x+0C)>.

V zadané rovnici je funkce f(x,y) = 3v/y? spojitd v libovolném bodeé [z, y|, fesent

tedy existuje v celé roviné. Derivace

Of(x,y) 2

dy N
v8ak neni definovdna pro y = 0 (na ose x), kde proto feseni neni jednoznac¢né.
Situace je zfejma z obr. 7.2.2, na némz vidime nékolik integralnich kiivek repre-
zentujicich obecné feseni. VSechny maji v ose x spole¢nou inflexni tecnu. Kazdym
jejim bodem tedy prochézeji dvé teseni, zatimco vSemi ostatnimi body v roviné
pravé jedna integralni kiivka. Funkce y = 0 rovnici rovnéz vyhovuje, ackoli neni

soucasti obecného Feseni (jednd se o Feseni vyjimecné).

Obr. 7.2.2. Integralni kiivky resSeni piikladu 7.2.2. Jednd se o kubické paraboly

pro C = —2,—1,...,4 a osu z jako graf vyjimecného feseni.
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Kontrolni otazky
Otézka 1. Cim je urcen 7dd diferencidini rovnice?
Otazka 2. Uved'te typy Feseni diferencidlni rovnice a jejich vzdjemnij vztah.
Otazka 3. Vysvétlete pojem ,,pocdtecni iloha™.

Otazka 4. Uved'te podminky existence a jednoznacnosti fesend diferencidlni rov-

nice proniho rddu.

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Je dana rovnice y' = z —+/x? — 2y. Ukazte, ze funkce y = ¢(z,C) = Cz — %C’Q
je jejim obecnym feSenim a najdéte oblast, na niz feSeni existuje. Dale ovérte,
Ze rovhnice ma vyjimecné feSeni y = %xQ, pricemz kazdym bodem této paraboly

prochézeji dvé integralni kiivky. Znazornéte graficky.

2. Urcete oblast, kde ma zadana rovnice feseni a vysSetiete jeho jednoznacnost:

a)y =uxy b)y =Vr—y.

3. Najdéte obecné feseni rovnic:

a) (1 —2y)y =2z b) ¥/ cosy =sinzx.

4. Reste pocatecni tlohy:

a) ¥ o= 2z, y(0) = —%, b)y.e¥ =1, y(1)=0.

Y

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. Funkce f(z,y) = 2 — /22 — 2y je definovana a spojitd pouze pro x> — 2y > 0,

tj.y < %xQ. Proto teSeni rovnice existuje pouze na oblasti ohranic¢ené shora touto
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parabolou. Funkce y = %xQ rovnéz rovnici vyhovuje (presvédéte se dosazenim),
avsak zjevné ji nelze ziskat z obecného teseni pro zadné C. Jde tedy o vyjimecné
feseni. Ukdzeme, ze primky tvotici obecné feseni jsou te¢nami k této parabole (ta
tvori jejich tzv. obdlku), jak je zndzornéno na obr. 7.2.3. Zvolime na parabole
libovolny bod # = xo, y = 3. Smérnice tecny v tomto bodé je y'(z¢) = o,

takze pro tecnu dostavame rovnici

Yy — %x% = xo(z — x0) , neboli Y = ToT — %xé )
Jak je patrno, jde pravé o jednu z primek néalezejicich do obecného teSeni. Zvo-
lenym bodem (a kazdym dalsim bodem paraboly) prochézeji dvé integralni kiivky.
2. a) Reden{ existuje v celé roviné a jednoznaéné.
b) Reseni existuje pro y < z, jednoznacné je pro y < x.
3.a)y—y*=a2*+C, b) y = arcsin(C — cos z).
4. !

s

)y
)Y =5, b) y=1Inzx.

Ay

Obr. 7.2.3. Vyjimecné (¢ervené) a obecné feseni — k tloze 1.
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