Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencidlnich rovnic

Diferencialni rovnice

Priivodce studiem

Touto kapitolou se napln zédkladniho kurzu bakalarské matematiky uzavira.
Je tomu tak mimo jiné proto, ze jsou zde souhrnné vyuzivany poznatky ziskané
studiem ptredchozich témat. Neméné vyznamna je i skutecnost, ze diferencidlni
rovnice a jejich feSeni tvofi jeden z pilitu matematického popisu déju, s nimiz se
setkdvame ve vétsiné technickych disciplin.

Téma Diferencidlni rovnice je rozdéleno do tii ¢asti ¢islovanych v kontextu

predmeétu Bakaldrskd matematika I1:

7. Uvod do problematiky diferencidlnich rovnic
8. Metody teseni diferencialnich rovnic 1. fadu

9. Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu

V jednotlivych podkapitolach jsou ptredkladany zakladni teoretické poznatky,
které jsou doplnény teSenymi ulohami a piiklady k samostatnému procviceni.
V sekcich 8.1, 8.4, 9.2 a 9.6 jsou zatazeny kontrolni testy, které by mély slouzit

k prubéznému ovéreni stupné zvladnuti prislusné problematiky.

Ptredpokladané znalosti

Diferencialni a integralni pocet funkci jedné proménné, funkce dvou proménnych
- v rozsahu odpovidajicim predmétu Bakaldrskd matematika I a kapitolam 5 a 6

Bakalarské matematiky 11.

Literatura
Pro doplnéni a rozsiteni poznatku o diferencidlnich rovnicich, jejich feseni a
aplikacich lze cerpat z celé tady zdroju. Na nékteré z nich je odkazovano v tomto

textu ([17], [18]), jako dalsi lze doporucit napiiklad [2], [10], [14].
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7. Uvod do problematiky diferencialnich rovnic

Cile

V dlohach, na které se zaméiime, je tikolem nalézt nezndmou funkci jedné
proménné feSenim rovnice, v niz se vyskytuji také jeji derivace. Uvodem vysvétlime
zakladni pojmy pouzivané v této partii matematiky, poté se budeme vénovat kla-
sifikaci zakladnich typu rovnic prvniho fadu a metodam jejich reseni.

7 rovnic druhého fadu se zaméiime pouze na rovnice s konstantnimi koefi-
cienty a v zavéru pripojime stru¢ny uvod do feseni jednoduchych soustav dife-

rencialnich rovnic.

7.1. Zavedeni diferencialnich rovnic a typy jejich feSeni

Vyklad

Jako motivaci pro ndsledujici vyklad uvedme dva piiklady, které reprezentuji

velmi Sirokou skalu aplikaci, v nichz se muzeme s diferencidlnimi rovnicemi setkat.

Resené ulohy

Priklad 7.1.1. Libovolna kruznice v roviné majici stted na ose x, ktera se

dotyka v pocatku souradného systému osy y, ma rovnici
(x—C) +y* =C? neboli ? +y?>=2Cz.
Ukazeme jiny zpusob, jakym lze systém téchto kiivek vyjadtit - viz obr. 7.1.1.

Reseni: Nejprve budeme rovnici vpravo derivovat jako implicitné zadanou
funkci y(z). Po vydéleni dvéma obdrzime vztah z+yy' = C, do kterého dosadime

konstantu C' vyjadienou z puvodni rovnice:

2 2
o=ty
2x
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XV

Obr. 7.1.1. Svazek kruznic — k piikladu 7.1.1. pro hodnoty
C =+1, £2, 43, +4.

Vysledek muzeme zapsat opét jako rovnici

2eyy’ + 2 —y* =0, resp. y =

ktera predstavuje hledany vysledek.

Priklad 7.1.2. 7Z fyziky je znamo, ze vlastni kmity mechanické soustavy v od-
porujicim prostiedi 1ze popsat diferencialni rovnici pro okamzitou vychylku y(t),

ktera je funkci casu t:

Zde jsou a koeficient odporu prostiedi a w thlova frekvence kmitt. Mame dokazat,

ze v pripadé netlumenych kmitu (e = 0) mé feSeni této rovnice tvar
y(t) = A.sin(wt + @),

kde A, ¢ jsou libovolné konstanty predstavujici amplitudu a fazi kmitavého po-

hybu.
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Reseni: Snadno se postupnym vypoétem presvédéime, ze pro druhou derivaci
okamzité vychylky plati y”(t) = —w?A. sin(wt + ¢), takze nezdvisle na hodnotéch

konstant A, ¢ pro netlumené kmity plati ¢ + w?y = 0, coz jsme méli potvrdit.

Vyklad
V predchozich fesenych ulohach jsem se seznamili s novymi pojmy, které

pouzivame pii popisu diferencidlnich rovnic a jejich feseni. Nasledujici definice

vvvvvv

Definice 7.1.1.
Rovnice tvaru F(y™,y=Y ... o/ y, ) = 0 se nazyvé diferencidlni rovnice

n-tého tadu pro funkci y = y(x). Specidlné je

F(y',y,z)=0  nebo 3y = f(x,y)

diferencialni rovnice prvniho radu.

Rad diferencialni rovnice je fad nejvyssf derivace hledané funkce y(x).
Resenim diferencialni rovnice je kazda funkce, ktera rovnici vyhovuje (na
zadané mnoziné).

Graf konkrétniho feSeni rovnice se nazyva integralni krivka.

Poznamka

Rouvnice zavedené predchozi definici se casto oznacuji jako obyéejné na rozdil od
rovnic parcidlnich, v nichz hledame funkci vice promeénngjch.

Cestina — na rozdil od vétsiny jingch jazyki — md oznaceni FeSend jak pro postup,
tak pro jeho wysledek. Proto je treba vénovat textu vétsi pozornost a predchdzet
nedorozuménim.

Vysledna rovnice v prikladu 7.1.1. je prvniho radu, priklad 7.1.2. je ukdzkou rov-

nice 2. vddu, kterou mifeme psdt také ve tvaru y” + 2ay’ + w?y = 0.
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Vyklad
V nasledujicim vykladu se budeme vénovat pouze rovnicim prvniho fadu.
Rovnici povazujeme za vyfeSenou, zname-li vSechna jeji reSeni. Ta rozdélujeme

do nékolika typu:
e obecné teSeni rovnice 1. fadu predstavuje mnozinu funkci tvaru

¢(r,y,C)=0  nebo  y=¢p(z,0);

e partikularni feSeni je konkrétni funkce ziskana z obecného feseni volbou

nebo vypoctem konstanty C';

e vyjimecéné reseni nelze ziskat z obecného pro zddnou hodnotu C existuje
pouze u nékterych typu rovnic a v tomto textu se jim nebudeme az na

vyjimky zabyvat.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Najdéte diferencialni rovnici pro zadany systém rovinnych kiivek:
a) paraboly y = 2% — 2C'x, b) logaritmické kiivky y = In(Cx + 1).
¢) kruznice x? + y? = C? (derivujte jako implicitné zadanou funkci).
2. Presvédcte se, ze uvedend funkce je feSenim dané diferencidlni rovnice (na

vhodném intervalu):

a) r* —xy +y? = C?, (x — 2y)y =2z —y,
b) zy +Iny = 0, (1+zy)y =y,
¢) y=xsin(lnz + C), zy —y— V22— 2 =0,

3. Ukazte, ze posledni rovnice z ptedchoziho piikladu ma vyjimecné feseni y = x.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

l.a)zy — 2 —y=0, b) xy =1—e7Y, c) z+yy =0.
2. Funkce y = =z rovnici vyhovuje, avSak neni soucasti obecného teseni pro
zadné C.
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