Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

6.2. Vazané extrémy

Vyklad
Dalsim typem extrému, kterym se budeme zabyvat jsou tzv. vazané extré-

my. Hledame extrémy néjaké funkce vzhledem k predem zadanym podminkam.

Definice 6.2.1.
Rekneme, 7e funkce f : R® D D; — R ma v bodé A € D lokdlni extrém
vazany m podminkami, m < n,

g1(x1, 29, ... x,) =0, go(T1, 20, ...2,) =0, ..., gm(T1,29,...2,) =0,
jestlize pro vsechny body X € O(A) C Dy, které vyhovuji uvedenym
podminkam, plati jeden ze vztahu:
1. f(X) > f(A), pak m4 funkce f v bodé A vdzané lokdlni minimum,

2. f(X) < f(A), pak mé funkce f v bodé A vazané lokalni maximum.

Geometricky vyznam vazanych extrémii. Necht 2 = f(x,y), n = 2.
Bud ddna podminka g(z,y) = 0. Hleddme vazané extrémy funkce f vzhledem
k podmince g(x,y) = 0. Extrém muze nastat pouze v bodech z defini¢niho oboru
funkce f, které lezi na kiivce o rovnici g(z,y) = 0. Témto bodum odpovidaji
body na plose z = f(x,y), které tvoii prostorovou kiivku k (prusecnice plochy
z = f(x,y) s pfimou vélcovou plochou g(x,y) = 0). Lokalni extrémy funkce
z = f(z,y) vazané podminkou g(x, y) = 0 jsou z geometrického hlediska lokalnimi

extrémy prostorové kiivky k, Obr. 6.2.1.

Obr. 6.2.1
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

Véta 6.2.1.

Bud dédna funkce f: R™ D D; — R a necht je ddno m, m < n, podminek
gj(z1,22,...,2,) =0.
Jestlize ma funkce ®

q)($1,$2, oo 7xn7)‘17)‘27 °oog )\m>:f<x17x27 v 7'rn)+z >\jgj<x17x27 OO 7xn)7

j=1
kde \; € R, j = 1,2,...,m, ve svém staciondrnim bodé¢ lokalni extrém, m4d i
funkce f v tomto bodé lokalni extrém vazany podminkami g;(z1, 22, . .., z,) = 0.

Poznamka

Predchozi veta reprezentuje tzv. Lagrangeovu metodu hleddni vazaného
extrému. Funkce ® se nazyvd Lagrangeova funkce. Redlnd ¢isla \; se nazyvaji
Lagrangeovy multiplikdtory. Staciondrni body Lagrangeovy funkce ® urcéime

jako reseni soustavy rovnic
0P
8%

gj<33’1,1172,...,£€n):0 j:1,2,...,m.

0 i=12,...,n,

Omezme se nyni na funkci dvou proménnych z = f(z,y). V urcitych piipadech

pii hledani vazaného extrému nemusime Lagrangeovu metodu pouzit.

Poznamka

Jestlize lze z rovnice g(x,y) = 0 jednoznacné vyjadrit y = p(x) resp. © = P (y),
pak lokdlni extrémy funkce z = f(x,y) vdzané podminkou g(x,y) = 0 mizeme
urcit jako lokdlni extrémy funkce jedné promeénné z = f(x,p(zx)) resp. z =

f(w),y).
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

Resené ulohy

Piiklad 6.2.1. Naleznéte vazané extrémy funkce

flz,y) =z +y,
, 1 1
vzhledem k podmince — + — = 1.
Z )
3 > rd e /7 . 2 1 ]_
Reseni: Definicni obor funkce f je Dy = R, g(v,y) = - +— —1=0.
z Y

1. Sestavime Lagrangeovu funkci,
1 1
2. Hledédme lokalni extrémy Lagrangeovy funkce ®. Nejdiive uré¢ime parcidlni

derivace funkce ® podle proménnych z, v,

o 20 09 1 2\
or 23y Y3
3. Sestavime soustavu rovnic pro stacionarni body funkce P,
0P 2\ 3
a_x:07 1—;:0, .1‘—2)\:0,
0P 2\
=, = 1-=Z =0, = Y —2)\ =0,
dy y?
1 1 2, .2 22
g(x,y) =0, ;—i—;—lzo, x*+y" —ax*y” =0,
prox # 0,y # 0.

4. Soustavu vyfesime. Z prvn{ rovnice pifmo plyne z = /2. Ze druhé rovnice
dostavéme y = v/2). Dosadime do tiet{ rovnice za z a za y, dostaneme rovnici o
jedné neznamé A,

V(202 + V(20)? = /(202 (202 = 0,
IVANE — VAX24)2 = 0,
2V/4N2 — 272Xt = 0,

Yaxi = Vive

20t = 4)?,
A —2X7 =0,
M (A2 —2) =0.
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

Dostavame reseni ve tvaru:
M=V2, d=-V2, N=X\=0.

Hodnoty A;, i = 1,2, 3,4 dosadime do prvnich dvou rovnic a vypocitame z a y.

Tedy

M=V = a=yva—VE= iR va—y,

Do = —V/2 = x:\3/—2\/§:—€/%:— V8=—V2=y,

A3=X=0 = .T:():y

Celd soustava byla fesena za podminky, ze x # 0 a y # 0. Pro hodnotu A3 = \y =
0sex=0ay=0,tojeovsem ve sporu s podminkou a tedy A3, A4 neni feseni
nasi soustavy rovnic. Resenfm soustavy jsou tedy pouze dva staciondrni body, a
to Ay = [vV/2,V2] pro Ay = V2 a Ay = [—V2, —V/2] pro Ay = —/2.

5. Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci funkce @,

e 9*°d 6\
B a2 ooy | | 24 0
@ e e | T, O
Oyox 8_3/2 y'

6. Dosadime do @ jednotlivé staciondrni body a odpovidajici hodnoty A,

WE o

/\12\/§I Ay) =
QA1) 0 23

(—v2) 0
0 3(—v2)

[NV

Ag = —V2: Q(Az) =

7. Podle determinantu Dy a Dy rozhodneme o charakteru vazanych extrému.

Stac. bod A; D, Dy | vazany extrém z = ®(A;)
A = [\/5, \/5} %\/5 >0 |2>0|vdzané lokdln{ minimum z = 2v/2
Ay = [—\/_, —\/§] —%\/5 <012 >0/|vdzané lokdlni maximum z = —2/2
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

Pozndamka

Pokud Lagrangeova funkce ® nemd v nékterém svém staciondrnim bodé extrém,
pak to jesté meznamend, Ze i funkce f nmemd v tomto bodé lokdlni extrém, viz.

priklad 6.2.2.

Priiklad 6.2.2. Urcete vazané extrémy funkce

flz,y) =27(z+y—1)

vzhledem k podmince 9(x? + y?) = 222y?,
Reseni: Definicnim oborem funkce f je mnozina Dy = R?, g(,y) = 9(2® +
y?) — 22%y* = 0.

1. Sestavime Lagrangeovu funkci,
O(z,y,\) = 27(z +y — 1) + M9(z” + y°) — 22°y7).

2. Urc¢ime parciadlni derivace Lagrangeovy funkce ® podle z, y,

o d
8— = 27 + 18z — 4 xy?, 8— = 27 + 18)\y — 4)\2?y.
ox oy

3. Sestavime soustavu rovnic pro stacionarni body funkce ®,

27 + 18\ — 4 \zy® = 0,
27 4+ 18\y — 4 2y = 0,
9(x* + y*) — 22%y* = 0.

od 09
4. Soustavu vyresime. Odecteme od sebe prvni dvé rovnice, tj. B on’
Yy x

dostavame

2y —2)(9+22y) =0 = )\—O\/y—x\/y——%.

Jestlize A = 0, pak prvni dvé rovnice nejsou splnény. Proto se v tomto pripadé

nejedna o teseni soustavy. Dalsi dva mezivysledky postupné dosadime do tieti
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

9
rovnice. Uvazujme nejdiive y = ~or
T
81 81
2 2 .

4z — 182* + 81 = 0.
Pouzijeme substituci 22 = t, dostdvame kvadratickou rovnici
4t* — 18t + 81 = 0.

Diskriminant této rovnice D = (—18)? — 16 - 81 < 0, tzn. rovnice nemd zadné
reseni.
Dosadme nyni y = x do tfet{ rovnice,
922 + 92% — 22%22 = 0,
1822 + 22 = 0,
22%(9 — 2%) = 0.
Dostavame teseni ve tvaru
ZL’1:3, ZEQZ—?), ZE3:ZL’4:0.

Hodnoty y;, i = 1,2, 3,4 ziskdme z podminky y = =, A\; vypoc¢itame z libovolné

z prvnich dvou rovnic soustavy. Tedy

r1 =3 = Y1 = 3 = A= %,
.1'2:—3 = yg——3 = )\2:—%,
r3=x4 =0 = ys =1ys =0 = feSeni neexistuje.

Ziskali jsme dva staciondrni body funkce ®, A; = [3, 3] pro \; = %, Ay =[-3,-3]
pro \g = —%.

5. Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci funkce ®,

Po 0%

0 012 Oxdy 18\ — 4 y?  —8\zy
e e “8\ry 18\ — 4\a?
Oyox 0y
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

6. Dosadime do @) jednotlivé stacionarni body a odpovidajici hodnoty A,

1 -9 =36
/\1 =3 . Q(Al) = s
-36 -9
1 9 36
Ao =—5: Q(A2) =
36 9

7. Podle determinantu D; a Dy rozhodneme o charakteru vazanych extrémi.

Stac. bod A; D, Do vézany extrém z = ®(A;)

Ay = [3,3] —9 < 0|81 —36% < 0| extrém neexistuje

Ay =1-3,-3]| 9>0 |81 —36%<0 | extrém neexistuje

Lagrangeova funkce ® v bodech A;, A nema extrém, ovSem to jeSté neznamena,

ze 1 funkce f v téchto bodech nema extrém.
8. Vyuzijeme vétu ?? Uréime d?®,
0?P 0?P 0P

2 2 2
PO = 5da® 2 5 dady + 5y,

a tedy
d*® = (18X — 4\y?)da® — 16 \vydrdy + (18X — 4 x?)dy>.

9. Hodnota d?® ve stacionarnich bodech funkce ® rozhodne o vazanych extré-

mech funkce f. Dosadime postupné do d>® bod A, a bod As,
d*®(A,) = —9da® — 72dxdy — 9dy®, d*®(Ay) = 9dx® + T2dxdy + 9dy>.
10. Diferencujeme podminku g(z,y) = 0,
18zdx + 18ydy + 4ay*dx + 4a*ydy = 0= (182 + 4xy®)dx + (18z + 42*y)dy = 0.
Dosadime za = a y soutadnice stacionarnich bodu,

Ay (18-34+12-9)dz + (18 -3+ 12-9)dy = 0 = dy = —dx,

Ay (18- (=3)—12-9)dz + (18- (—3) — 12-9)dy = 0 = dy = —du.
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V jistém okoli jak bodu A;, tak bodu A, plati dy = —dz. Tento vztah vyuzijeme
v bodé 9. a dostavame
Ay o d*®(A)) = 54da® > 0 = vézané lokalni minimum z = f(A;) = 135,

Ay o d*®(Ay) = —54dr® < 0 = vazané lokdlni maximum z = f(A,) = —189.

Priiklad 6.2.3. Urcete vazané extrémy funkce

fle,y) =2y —x+y—1,

vzhledem k podmince z +y = 1.
Reseni: Definiéni obor funkce D ;=R
1. Z podminky x + y = 1 muzeme vypocitat jak z, tak i y. Z podminky
vyjadiime napft. vy,
y=1-—ux.
2. Dosadime y = 1 — z do funkce z = f(z,y) = 2y — x + y — 1 a dostaneme

funkci jedné proménné z,
z=x(l-2)—z+1—2—-1=—-2"—uz.
3. Hledame extrémy funkce jedné proménné.

F=-20-1=0= z=—3,

= -2<0.

Druhda derivace je zapornd pro vSechny body definiécniho oboru funkce jedné
proménné z, a tedy i v bodé x = —% je druhd derivace zdporna, z”(—%) =-2<0.

Funkce z méa v bodé x = —% ostré lokalni maximum. Dopoc¢itame hodnotu vy,
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l]lohy k samostatnému ¥eSeni

1. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 2y + 1 vzhledem k podmince
y=a’+x+ .

2. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = 12z + y — 3 vzhledem k podmince
y = —a°+ 3.

3. Urcete vézané extrémy funkce f(z,y) = 3y + 2z* + 922 + 6 vzhledem
k podmince y = —z* + 3z2% — 2.

4. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = e* ¥ vzhledem k podmince
y=—x°.

5. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = In(z? + y?) vzhledem k podmince
y=x+3.

6. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = \/m vzhledem k podmin-
ce y =2x — 3.

7. Urcete vézané extrémy funkce f(z,y) = 23 + y* vzhledem k podmince
20 + 2y = 1.

8. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = —8x+6y—>5 vzhledem k podmince
z? + y* = 100.

9. Urcete vézané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y — 4 vzhledem k podmince
(- 1P+ (-2 =1

10. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = —3z — 9 vzhledem k podmince

3y — = 2.

Vysledky ulohy k samostatnému feseni

1. [=3,1] - vézané lokdln{ minimum.

2. [—2,11] - vazané lokalni minimum, [2, —5] - vdzané lokdlni maximum.

3. [0, —2] - vazané lokdlni minimum, [3,—56] - vézané lokdlni maximum,

[—3, —56] - vazané lokalni maximum.

i
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4. [0,0] - vézané lokdln{ minimum, [3, —3] - vdzané lokdln{ maximum.

5. [—3, 3] - vazané lokdln{ minimum.

6. [1, —1] - vazané lokaln{ minimum.

7. (3. 3] - vdzané lokdln{ minimum.

8. [8, —6] - vazané lokdlni minimum, [—8, 6] - vdzané lokdlni maximum.
1 7 ’ s k /1 ’ .. 9 13 ’ s k /1 ’ .

9. [5, £| - vazané lokalni minimum, [z, 2] - vdzané lokdlni maximum.

10. [v/2, 1] - vazané lokalni minimum, [—+/2, 1] - vdzané lokaln{ maximum.
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