Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

6. Extrémy funkci vice proménnych

Priivodce studiem
Hledani extrému je v praxi casto TeSena uloha. Napft. pri cesté z bodu A

do bodu B se snazime najit nejkratsi cestu. Ve firmach je snaha minimalizovat

e/

energii.
V této kapitole se budeme zabyvat hledanim extremalnich hodnot tzv. ma-
xim resp. minim pro funkce vice proménnych, predevsim se vsak soustfedime

na funkce dvou proménnych.

Cile

Lokalni extrémy funkci vice proménnych, vazané extrémy, globdlni extrémy.

Ptfedpokladané znalosti

Lokélni a globélni extrémy funkci jedné proménné.

6.1. Lokalni extrémy

Vyklad

0=

Definice 6.1.1.

Rekneme, 7e funkce f : R* D D; — R nabyva v bodé A € D; lokalniho
maxima, jestlize existuje okoli O(A) C Dy bodu A takové, ze VX € O(A)
plati f(X) < f(A).

Rekneme, 7e funkce f : R* D D; — R nabyvd v bodé A € Dy lokdlniho
minima, jestlize existuje okoli O(A) C Dy bodu A takové, ze VX € O(A)
plati f(X) > f(A).
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Poznamka
V' pripadé ostrych mnerovnosti v predchdzejici definici hovorime o ostrém

lokalnim maximu resp. o ostrém lokdlnim minimu.

Definice 6.1.2.
Rekneme, 7e bod A € R” je staciondrnim bodem funkce f : R” D D; — R,
jestlize

of
8@-

(A)=0, i=1,2,...,n

Néasledujici Fermatova véta vyjadiuje nutnou podminku pro existenci lokal-

niho extrému.

Véta 6.1.1.
Necht f : R"™ D Dy — R mé v bodé A lokdln{ extrém a necht v tomto bodé

existuji vSechny parcialni derivace funkce f. Pak bod A je stacionarnim bodem

funkce f.

Pozndmka

1. Fermatova véta nevylucuje moznost, Ze lokdlni extrém existuje © v bode A,
ktery nent stactondrnim bodem funkce f, protoZe v nem nékterd parcidlni derivace

neexistuje.

of
8l’i
df (A) =0, t. totdlni diferencidl funkce f v bodé A je roven nule.

2. Podminka pro staciondrni bod, tj.

(A) = 0, je ekvivalentni s podminkou

3. Rovnost df (A) = 0 je pouze nutnou podminkou pro ezistenci lokdlniho extrému,
7. z platnosti této podminky jesté nevyplyva existence lokdlniho extrému. Plati-li
df (A) # 0, pak v bodé A lokdlni extrém neexistuje.

Na Obr. 6.1.1 je funkce, kterd ma v bodé A ostré lokalni maximum, bod A
je staciondarnim bodem funkce f. V bodé A existuje parcidlni derivace funkce f
podle z i podle y a obé parcidlni derivace v bodé A maji hodnotu 0. V bodech

kruznice k£ mé funkce lokalni minima, i kdyz v téchto bodech neexistuje zadna
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

parcialni derivace.

Véta 6.1.2.

Necht f:R™ O Dy — R je alespont dvakrét spojité diferencovatelnd (tj. existuji
spojité parcidlni derivace alespon druhého fadu) na okoli bodu A € R". Pak je-li
(a) @*f(A) < 0, funkce f md v bodé A ostré lokdlni maximum,

(b) d*f(A) > 0, funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.

Uvazujme funkci dvou proménnych z = f(z,y), dvakrat spojité diferencova-

telnou na okoli bodu A = [xg,70] € R? bod A necht je staciondrnim bodem
0 0

funkce f, tj. 8_f(A) =0= (9_f(A) Podle predchozi véty o existenci lokdlniho
x y

extrému rozhoduje hodnota totalniho diferencidlu druhého fadu funkce f v bodé
A, tedy hodnota

dzf@4)—-g;é(A)dx2+—2

02 f 02 f
A —L(A)dy>.
Gy iady + 5 (A)dy

Vyraz na pravé strané je kvadratickd forma (tento pojem nebudeme definovat, te-

orii kvadratickych forem se zabyva linearni a multilinedarni algebra) pro proménné

dr a dy. Mimo jiné to znamend, ze d*f(A) lze vyjadrit jako soucin

o0 f o0 f
(4) (4)
9 B ' 0x? 0x0y ' dx

ooy gz

****t
N - 297 -
* 5 *



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Oznacme
0 f 0 f
D _&@4) D, — @(A) 8x8y( )
R A 3 82 f

520 y( ) 8_3/2( )
hlavni determinanty matice parcialnich derivaci druhého radu. Pak pro stacionarni
bod A funkce f plati:
1. Je-li D; > 0 A Dy > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni minimum,
2. Je-li Dy < 0N Dy > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni maximum,
3. Je-li Dy < 0, pak pro funkci f v bodé A extrém neexistuje.
Na zékladé predchozich ivah muzeme zformulovat vétu, ktera vyjadiuje po-

stacujici podminku pro existenci ostrého lokalniho extrému.

Véta 6.1.3.
Necht funkce f : R? O Dy — R je na okoli bodu A = [z, yo] dvakrdt spojité

diferencovatelnd. Necht bod A je jeji staciondrni bod. Jestlize

0*f ,  O%f 2f .\
Dy = —<(A)=—(A) — A
2 axg( )ayg( ) (axay( )) >07
. 3 e L o f
pak ma funkce f v bodé A ostry lokalni extrém. Je-li navic Dy = W(A) > 0,
x

o*f

927 (A) < 0, jednd se o ostré
T

jedna se o ostré lokalni minimum, je-li D; =

lokalni maximum.

Poznamka
V pripade, Ze Dy = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout. Tento
problém lze v nekterych pripadech tesit tak, Ze vysetrime lokdlni chovdni funkce
f na okoli bodu A.
Uvazujme funkci tif proménnych v = f(x,y, z), dvakrat spojité diferencova-
telnou na okoli bodu A = a[xo, Yo, 20| € éR?, bod A necht je staciondrnim bodem
S f

funkce f, tj. g—i(A) = O,a—y(A) =0, %(A) = 0. Analogicky, jako pro funkci
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dvou proménnych, muzeme sestavit matici druhych parcialni derivaci, resp.

0% f
7z A)
2
1) = (drdyd) - | L)
0% f
8x82( )
Oznacme
82
D, = a_£<A)7
o*f o*f
| 022 (4) 0xdy (4)
2 — an 82f )
A G

hlavni determinanty matice parcialnich derivaci druhého radu. Pak pro stacionarni

bod A funkce f plati:

) g
S oL ||
i Sy | AT
AN ) S
L S 2L
o 2l

1. Je-li Dy > 0A Dy > 0 A D3 > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni

minimum,

2. Je-li Dy < OAN Dy > 0A D3 < 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni

maximum,

3. Je-li Dy < 0, pak pro funkci f v bodé A extrém neexistuje.

Resené ulohy

Priiklad 6.1.1. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2 — 3zy + 3y,
Reseni:

rozdélit do nésledujicich kroku:

1. Urcime parcialni derivace funkce f prvniho radu:

or _

ox Jy

0
32 — 3y, =~ = —3x + 6y.

- 299 -
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

0 0

—f =0, —f = 0. Dostaneme
ox oy

tak soustavu rovnic pro stacionarni body funkce f.

2. Parcidlni derivace polozime rovny nule, tj.

322 -3y =0,

—3z + 6y = 0.

3. Soustavu rovnic pro stacionarni body vytesime. Ze druhé rovnice vyjadiime

x a dosadime do rovnice prvni.

r=2y = 32y)P° -3y=0= 120" -3y=0 = yldy—1) =0 =

y=1= 3a+8=0=a2=1= A, =]

)

]

Nasli jsme dva staciondrni body, bod A; = [0,0] a Ay = [%, }J

N
N

4. Urcéime matici parcialnich derivaci druhého radu funkce f,

o?f  0*f
Q= 922 Oxdy B O =3
B N Y ) N WP
oyoxr  0y?

5. Do matice @ postupné dosadime jednotlivé stacionarni body (tzn. z-ovou
souradnici staciondrntho bodu za z, y-ovou soutradnici stacionarniho bodu za v).
0 -3 3 -3

Q(Al) = ) Q(Az) =
-3 6 -3 6

6. Vypocitame determinanty D;, Dy pro matice Q(A;), Q(Az). Hodnoty de-

terminantu rozhodnou o charakteru extrémau.

Stac. bod A; | D, D, extrém z = f(A;)
Ay =10,0] 0 |-9<0 extrém neexistuje
Ay = [%, ﬂ 3>0| 9>0 |ostré lokdlni minimum z = —%
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.2

Priklad 6.1.2. Urcete lokalni extrémy funkce

fla,y) =™V (2% + o).
Reseni: Funkce je definovand na celém R2.

1. Urcime parcialni derivace prvého radu:

0
6’_f — oWV (—22)(20 4+ 2) + ¢V V2 = —22e TV (22 4+ 27 — 1),
x
0
8_f = oV (—2) (2% + 2P) + e Wy = —2ye " Y (22 + 2® — 2).
Y
R iy . Of af
2. Parcialni derivace polozime rovny nule, tj. Pl 0, ol 0. Dostaneme
x Y

tak rovnice pro stacionarni body funkce f,

—2we "V (2 + 22— 1) =0,

—2ye "V (22 4+ 2% — 2) = 0.

3. Rovnice pro stacionérni body vyresime. Vyraz e vy’ je vzdy ruzny od nuly

pro libovolné x, y, muzeme jim proto obé rovnice vykratit,

r(2y* + 2% — 1) =0,

y(2y® + 2% —2) = 0.
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Polozime-li v prvni rovnici = 0, dostavdme ze druhé rovnice y(2y*> —2) = 0
feseni y = 0, y = +1. Ziskali jsem tii stacionarni body A; = [0,0], A, = [0,1] a
Az =1[0,—1].

Polozime-li ve druhé rovnici y = 0, pak z prvn{ rovnice z(z* — 1) = 0 plyne
feseni ve tvaru x = 0, x = £1. Stacionarni bod A; = [0, 0] jsme jiz vypocitali,
takze na zakladé predpokladu y = 0 jsme ziskali dva nové stacionarni body, bod
Ay =[1,0] a A5 = [-1,0].

Zbyvé jesté provérit moznost, ze x # 0, y # 0. V tomto pripadé fesime

soustavu

202 + 22 —1=0,

202 + 22 —2=0.

Jestlize obé rovnice od sebe odecteme, dostavame rovnici 1 = 0, toto ale ne-
plati pro zadné z, y. Soustava nemd za tohoto predpokladu feseni. Zadny novy
stacionarni bod jsme neziskali.

Shrneme-li krok 3, vysledkem nasi snahy bylo urceni péti staciondrnich bodu:
Ay =10,0], A, =[0,1], A3 =1[0,—1], Ay = [1,0], A5 = [-1,0].

4. Urc¢ime matici parcidlnich derivaci druhého radu.

o*f  0f
ox?  Oxdy
Q= OXf  ORf , kde
oydr  Oy?’
2
% = (2 +42) (2 + 22 — 1) — da?)e ™V,
T
2
aiéfy = daye " (2% + 2% - 3),
2
8ayéfx = daye ™ V(2 + 2 - 3),
82f 2 2 2 2\ —a?y?
3_92:((_2+4y)(2y +a”—2) = 8y’)e .
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

5. Do matice parcidlnich derivaci postupné dosadime staciondrni body (tzn.

x-ovou souradnici stacionarniho bodu dosadime za proménou z, y-ovou za ¥).

2 0 -2 0 -2 0
Q(A1> = 7Q(A2) = 7Q(A3) = )
0 4 o -¢ 0o -¢
-20 -20
Q(A4) = 0 2 ,Q(A5) = 0 2
6. Urcime hodnoty D;, Dy a rozhodneme o charakteru extrému.
Stac. bod Az D1 D2 extrém z = f(Az)
Ay =10,0] 2>0 | 8>0 | ostré lokdlni minimum z = 0
Ay =10,1] | =2<0] >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
A;=10,-1] | =2 < 0| >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
Ag=1[1,0 |-2<0|-%<0 extrém neexistuje
As=[-1,00 |-2<0|-2 <0 extrém neexistuje

V bodé A; ma funkce f ostré lokalni minimum. V bodech Ay, A3 mé funkce

f ostra lokalni maxima. V bodech A4, A5 funkce f extrém nema, Obr. 6.1.3.

0

<P ‘

SosSESoso

Obr. 6.1.3
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Priklad 6.1.3. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2* +9°.
Reseni: Definiénim oborem funkce f je D F =R~
1. Ur¢ime parcialni derivace funkce f.

g—i%xz ﬁ:

= 3y°.
Ox Oy 4

2. Parcidlni derivace polozime rovny 0, dostavame soustavu rovnic pro sta-

cionarni body,

3. Resenfm soustavy je jediny stacionarni bod A = [0,0].

4. Uréime matici parcidlnich derivaci druhého radu,

>r f

Jx?  Ox0y 6x 0
Q= 2 2 -

o°f  Of 0 6z

oyox 0y

5. Do matice ) dosadime stacionarni bod,

6. Determinant D; = 0, Dy = 0. NemuZeme o existenci extrému rozhod-
nout. Ovsem jaka bude funkéni hodnota v bodé A? Dosadime souradnice bodu A
do funkéniho predpisu funkce f, tedy f(A) = 0. Jak se funkce chové na okoli bodu
A =0,0]. Kdyz dosadime za x a za y zdporna ¢isla, hodnota z bude zaporna, tj.
z < f(A). Pokud za x a y do funkéniho predpisu dosadime kladné ¢isla, hodnota
z bude kladnd, tj. z > f(A). Na libovolném okoli bodu [0, 0] existuji body, je-
jichz funkéni hodnota je vétsi nez f(A), ale zaroven existuji body, jejichz funkéni

hodnota je mensi nez f(A). V bodé A = [0, 0] extrém neexistuje.
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.4

Piiklad 6.1.4. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y,2) =2+ + 22+ 2y — 2z +y — 2.
Reseni: Postupujeme analogicky jako v pifpadé funkce dvou proménnych.
Definiénim oborem funkce f je celé R3.

1. Uréime parcialni derivace funkce f,

af of af _
8x_2x 2, ay—2y+z+1, aZ—2z+y 1.

2. Sestavime soustavu rovnic pro stacionarni body,

20 —2 =0,
20+ 2+1=0,
2z24+y—-1=0.

3. Regenim soustavy je bod A = [1,—1,1].

****t
* * - 305 -
* *
* gk



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

4. Urc¢ime matici parcidlnich derivaci druhého tadu,

0%f  Pf  Of

Ox? Oxdy 0x0z 2 0 0
0? 0? 0?

Q= ! ! - 021
Ooxdy 0y*> 0yoz
o*f  0*f  0f 01 2

0xdz Oydz 022
5. Do matice @) dosadime stacionarni bod A = [1, —1, 1], tedy

2 00

L
=
I
o
)

01 2

6. Determinant D; =2 >0, Dy =4 >0, D3 =6 > 0. V bodé A = [1,—1, 1]

ma funkce f ostré lokalni minimum z = —2.

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 2% + 6z + 3y* — 12y + 11.

2. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 3zy — z + 2y.

3. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x, 22 —ay + 3 +y+ 3.

4. Naleznéte lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = 23 — 120 — 2y* — 4y.

5 —3a® + 5z + 3% — 9y.

6. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x° — bz + y> — 3y.

7. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 2% + 3zy — 2z — 3y + 5y + 3.
8. Naleznéte lokdln{ extrémy funkee f(z,y) = 2* — 4wy + 4z + Jy* — 15y.
9. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x, (2 + 4x)y + y*.

Y
Y
Y
Y
. Naleznéte lokélni extrémy funkce f(z,y
Y
Y
Y
)
Y

) =
) =
) =
)
) =
)
)
)
) =
10. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = x +%x2—6x+1y3+ 2_20y.
Vysledky tlohy k samostatnému FeSeni

1. Staciondrni bod: A = [—3,2] - ostré lokdlni minimum f(A) = —10.

2. Staciondrni bod: A = [—2, 1] - extrém neexistuje.

i
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3. Stacionarni bod: A = [1, 5] - extrém neexistuje.
4. Staciondrni body: A; = [2, —1] - extrém neexistuje, Ay = [-2, —1] - ostré

lokalni maximum f(Ay) = 18.

5. Stacionarni body: A; = [5,3] - extrém neexistuje, Ay = [5, —3] - ostré
lokdln{ maximum f(A;) = %L

6. Stacionarni body: A; = [—1,1] - extrém neexistuje, Ay = [1,1] - ostré
lokalni minimum f(As) = —6, A3 = [1, —1] - extrém neexistuje, A, = [—1,—1] -

ostré lokdlni maximum f(A,) = 6.

7. Stacionarnim bod: A = [1,0] - ostré lokalni minimum f(A) = 2.

8. Staciondrnim bod: A = [12,7] - ostré lokaln{ minimum f(A) = —2I.

9. Staciondrni body: A; = [0,0] - extrém neexistuje, Ay = [—4,0] - extrém
neexistuje, Az = [—2,2] - ostré lokaln{ minimum f(As) = —4.

10. Stacionarni body: A; = [2,4] - ostré lokdln{ minimum f(A4;) = —58,
Ay = [2,—5] - extrém neexistuje, A3 = [—3,4] - extrém neexistuje, Ay = [—3, —5]

253

- ostré lokdlni maximum f(A4) = %
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