Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Vyklad

Podivejme se na nasledujici problém. Uvazujme mnozinu M bodu [z, y] € R?

které spliuji rovnici F'(z,y) = 0,

M ={[z,y] € Dp| F(z,y) = 0},
kde z = F(x,y) je néjakd funkce dvou proménnych. Je-li F(x,y) = z*+y*—1, pak
mnozina M je jednotkova kruznice se stiedem v pocatku, jinymi slovy mnozina
bodt z R?, které spliuji rovnici 2 +y? — 1 = 0.

Chceme zkoumat chovéni této funkce na okoli bodu A = [xg, yo] € M, resp.
hledat tecnu v bodé A. Pokud na okoli bodu A je mnozina M grafem néjaké
funkce y = f(z) jedné proménné, tedy F(x,y) = y — f(z) = 0, fesime tlohu
pomoci derivaci funkce f podle x, f’, resp. f”. V podstaté postupujeme tak, ze
z rovnice F(z,y) = 0 vyjadiime y jako funkci proménné x.

Existuje ovsem tada rovnic pro mnozinu resp. kiivku M, ze kterych se y neda
rozumné vyjadiit, vypocitat. Napf. z rovnice kiivky 22 4+ 9 + 2y = 0 nemtzeme
jednoznacné vyjadrit y, a tedy predchozi postup selhava.

V této kapitole si ukazeme zpusob, jak se s touto obtizi vyporadat.

Definice 5.3.1.
Bud z = F(z,y) funkce dvou proménnych. Uvazujme kiivku

M = {[z,y] € Dp | F(z,y) = 0}.
Necht A = [zg,y] € M je bod, Os(A) C R? deltové okoli bodu A, § > 0.
Jestlize je rovnici F'(z,y) = 0 na intervalu (zo—0, xo+0) urcena funkce y = f(x)
takova, ze plati

F(z, f(x)) =0 Vz € (xo— 6,20+ 9),
pak fikame, ze funkce f je na okoli bodu A definovana implicitné rovnici

F(z,y) =0.
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Vratme se k nasemu piikladu. Hledejme pro rovnici F(z,y) = 2> +y>*—1 =0

funkci y = f(z). Pokusime se z této rovnice vyjadrit y,
P4yt —1=0=¢y*=1-2>= |y=vV1—a2prox e (-1,1).

Rovnicf 22 +y? —1 = 0 jsou na intervalu (—1, 1) ur¢eny dvé implicitn{ funkce y =
V1 — 22 v pifpadé bodu lezicich na horn{ pulkruznici, a y = —v/1 — 22 v piipadé
bodu lezicich na spodni pulkruznici. V krajnich bodech intervalu (—1, 1), tj. v bo-
dech [—1,0] a [1,0] lezicich na kruznici M implicitni funkce neexistuje, protoze
libovolné deltové okoli téchto bodu obsahuje jak horni tak spodni ¢ast kruznice,

a tedy na tomto okoli nemuze existovat implicitni funkce.

1+8%
A1

Obr. 5.3.1 Obr. 5.3.2

Na obrazku Obr. 5.3.1 vidime, Ze na deltovém okoli bodu [z, f(x¢)] existuje
implicitni funkce y = /1 — 22 dand rovnici 22 + y> — 1 = 0, bod [z, f(z0)] lez
na horni pulkruznici. Také na okoli bodu [Zg, f(Zo)] existuje implicitni funkce
y = —/1—22, dané rovnici 22 + 3> — 1 = 0, bod [Zo, f(Zo)] lezi na spodni
pulkruznici. Naopak na Obr. 5.3.2 vidime, ze na okoli bodu [1, 0] implicitni funkce
neexistuje. Cislu z1 odpovidaji dvé funkéni hodnoty, to je spor s definici funkce

jedné promeénné, ktera ik, ze ke kazdému x € Dy musi existovat jediné f(x).
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Hledejme napt. implicitni funkci vzhledem k rovnici 3x — 2y +4 = 0. Snazime
se z rovnice vyjadrit y, tedy
or—2y+8=0 = y:gx—i-élproxER.
V tomto pripadeé existuje jedind implicitni funkce y = %x—l—él, ktera je dana rovnici

Sr — 2y +8=0.

Poznamka

Ne ke kazdé rovnici F(x,y) = 0 existuje jedind implicitni funkce.

Existenci jediné implicitni funkce tesi nésledujici véta.

Véta 5.3.1.
Necht funkce z = F(z,y) je spojitd na okoli bodu A = [xg,y0] a F(A) = 0.
; . o 4 . . OF , OF
Necht F' ma v bodé A spojitou parcidlni derivaci 8_(A) a plati 8_<A) # 0.
Y

Y
Pak existuje okoli bodu A, na kterém je rovnici F'(z,y) = 0 definovdna jedina

spojita implicitni funkce y = f(x).

Pozndamka

OF
Podminka —(A) # 0 je podminkou pouze postacujici pro existenci implicitnd

dy
funkce. Uvazugme rovnici y> —x = 0. Pak F(x,y) = y> — x a plati
oF
—(0,0) =3y* =0.
dy (0,0) =3y 0.0]

Presto na okoli bodu [0, 0] existuje jedind implicitni funkce y = /x uréend rovnici
y’ —x=0.

Nasledujici véta tesi otazku jak implicitni funkce derivovat.

Véta 5.3.2.
Necht jsou splnény predpoklady véty 5.3.1. Necht m4 funkce z = F(x,y) spojité
parcialni derivace. Pak ma implicitni funkce f, ktera je na okoli bodu A = [z, yo|

dand rovnici F(z,y) = 0, derivaci f’ v bodé xy a plati

oF
% (370, yo)

f’($0> - OF
a—y(xoayo)
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Poznamka
Pro vgpocet derivace také mizeme pouZit ndsledujici postup. V rovnici F(x,y) =0
prohldsime y za funkci proménné x, celou rovnici pak derivujeme podle x.
Vyjadrime deriwaci y podle x, viz. Tesené ulohy.

Pro vypocet druhé derivace implicitni funkce y = f(x) v bodé A = [zg, yo]

dané rovnici F(z,y) = 0 lze pouzit vztah

oF oF

0 %(A) a—y(A)
g |or r
o F 2F 2F

J 8_y<A) 8x8y(A> a_yQ(A)

Polozme si nyni otédzku, jak najit teénu k implicitni funkci. Te¢na ¢ ke grafu

funkce y = f(z) v bodé A = [z, yo = f(20)] je ddna rovnici

Y —yo = ['(w0)(x — x0).
Dosadime do rovnice za derivaci f’ vyraz uvedeny ve vété 5.3.2. Dostdvame

oF
()
y_yO:_(?F (95—330)'

8_y(A)

Rovnice teény ke grafu implicitni funkce pak bude mit tvar

B (D = 20) + (A~ ) = .

Normala n implicitni funkce v bodé A je uréena bodem A a smérem 8, s, L ;.

t:

Véta 5.3.3.
Necht y = f(z) je implicitn{ funkce urcend rovnici F(x,y) = 0 v bodé A. Tecna
k implicitni funkci v bodé A bude urcena rovnici

OF OF

oz (W@ —20) + 5 (A)(Yy —0) = 0.

Normala k implicitni funkci v bodé A bude urcena rovnici

oF oF
a—y(A)(l" — Tp) — B
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Podivejme se nyni na piipad funkce ti1 proménnych. Analogicky jako v pripadé

funkce dvou proménnych zformulujeme dvé dulezité véty.

Véta 5.3.4.
Necht funkce u = F(x,y, z) je spojitd na okoli bodu A = [zg, yo, 20] a F(A) = 0.
oF OF
Necht F' ma v bodé A spojitou parcidlni derivaci 8_(A) a plati a—(A) # 0.
2 2

Pak existuje okoli bodu A, na kterém je rovnici F'(z,y, z) = 0 definovana jedina

spojitd implicitni funkce z = f(z,y).

Véta 5.3.5.
Necht jsou splnény piedpoklady véty 5.3.4. Necht ma funkce u = F(x,y, 2)

spojité parcialni derivace. Pak ma implicitni funkce f, kterd je na okoli bodu

of , . Of

A = [x0, Yo, 20| dand rovnici F(z,y, z) = 0, derivace a—(A), 5 (A), A = [0, o]
x y
a plati o
oF
0f 4 W 0f 4 _8_y(A)
)
0z 0z

Parcialni derivaci % implicitni funkce z= f(x, y) dané rovnici F'(z,y, 2)=0 lze
urcit nasledujicim zpusobem: v rovnici F'(z,y, z) = 0 povazujeme y za konstantu,
z je funkci proménnych x, y. Rovnici derivujeme podle z a vyjadiime derivaci z
podle z, viz. fesené priklady. Parcidlni derivaci a—y ur¢ime analogicky. V rovnici
F(z,y,z) = 0 prohlasime x za konstantu, z bude funkci proménnych z, y. Rovnici
derivujeme podle y a vyjadrime derivaci z podle y.

Jak budeme hledat te¢nou rovinu k plose F(x,y,z) = 0?7 Te¢na rovina

k plose z = f(z,y) ma v bodé A = [xg, Yo, 20 = f(Z0,Yo)] rovnici

9] 0
0= L (A)(o = a0) + 5 (Ao~ ).
Je-li rovnici F(z,y, z) = 0 na okoli bodu A dana néjakd implicitni funkce, pak

OF OF
5. (4) 8_y(A)

Z—Zo:—afﬁ (I—xo)—aF—(y—yO)~
—(A —(A
5, (A) 5, (4)
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Tecéna rovina 7 je pak dana rovnici

r (Ao — )+ (A~ )+ (A~ 20) = .
Véta 5.3.6.

Necht z = f(z,y) je implicitn{ funkce uréend rovnici F(z,y,z) = 0 a bodem

A = [z, Y0, 20]. Te€na rovina ke grafu implicitni funkce z = f(z,y) v bodé A

bude urcéena rovnici

oF oF or
—(A)(x — —(A)(y — - (A)(z — =U.
r+ o (A)@ = a0) + 54 —0) + G- (A)(z = 20) = 0
Poznamka

Vsimnéte si, Ze na levé strané rovnice tecné roviny vystupuje diferencidl funkce
F v bodé A.
Resené dlohy
Priklad 5.3.1. Vypocitejte ¢/, " implicitni funkce dané rovnici
(22 + 93?2 —32%y —4* =0
v bodeé [0, 1].
Reseni:
1. Nejdrive pii urceni ¢y vyjdeme z véty 5.3.2.
F(z,y) = (2* +y*)* = 32°y — ¢,

vypocitame jednotlivé parcialni derivace funkce F' podle proménnych x a y v bodé

[07 1]7

oF

—(0,1) = (2(z* + y*)22 — 6 ’ =0
(9:13(7) (2(z" +y7)22 xy)[o,l] :
oF

—(0.1) = (2(z®> + y*)2y — 32 — 39° =1.
(9y(’) (2(z" +y7)2y — 32 y)w
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Dosadime do vzorce pro derivaci implicitni funkce a dostavame

423 + dxy® — 6y 0

/0: /0:_ :——:0
y( ) f( ) 422y + 493 — 322 — 3y? 0.1 1

2. Jiny zptsob jak najit y'. V rovnici (22 + y?)? — 32?2y — y*> = 0 prohlasime y

za funkci proménné x a rovnici derivujeme podle z. Necht y = y(z), pak
2(2% + ) (22 + 2yy') — 3(2zy + 2%y) — 3y*y = 0.

Aby bylo zcela jasné, jak jsme k predchazejici rovnici dospéli, rozeberme si po-
drobné, jak se derivuji funkce v této rovnici, konkrétné —3z?%y a —y>. Znovu
zduraznéme, ze jsme predpokladali zavislost y na x, tedy y = y(z). Derivujeme

—32%y podle pravidla o sou¢inu dvou funkef proménné z,
(=32%y)" = =3(2y)" = =3[(+*)'y + 2*(y)'] = —3(2zy + 2°Y).

Zde derivace y podle x neni nula, protoze jsme predpokladali, ze y zavisi na x.
Derivace y podle z se bude znacit standardné, y'.

Derivujeme —1° podle pravidla o derivaci slozené funkce,
(=) = ~(y’) = =3y’
Reknéme, ze si pro lepsi ndzornost zvolime néjakou konkrétni zévislost y na z,

napi. necht y = sinz. Tedy —y° = sin®z. Jak bude vypadat derivace v tomto

konkrétnim ptipadé?

(=) = —() "2 —(sin®z) = —3sin’z cosx

inz=y

2a(sing) "= =312 (y) = =37y .

= —3sin

Vratme se k puvodni tiloze. Poté co jsme rovnici derivovali podle x, staci nyni

vyjadiit z této derivované rovnice v/,

423 + dyy' + dzy® + 2%y — 6ay — 322y — 3y%y = 0,

(42y + 4y* — 327 — 3y?)y = —42® — dxy® + 6y,

;L 42 + 4ay? — 62y
VT T oty + 4y — 322 — 32
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

dosadime bod [0, 1] a dostaneme vysledek

Priklad 5.3.2. Vypocitejte ¢/, y”, implicitni funkce y = f(x) uréené rovnici
P tay+y’—3=0

v bodé [1,1].
Reseni:

1. Vyuzijeme vétu 5.3.2. Ze zadani dostdvame F(z,y) = 2% + zy + y* — 3.

oF

- 2% +y 3
M)y=-9z| —_ T
y'(1) oF T+ 2yl 3

dy [1,1]

Pro urceni druhé derivace vyuzijeme vztah uvedeny za vétou 5.3.2. Vypocitame
jednotlivé hodnoty parcialnich derivaci a determinant matice vytvorené z téchto

hodnot. Tedy,

0 (2x+y)‘[171] (z 2y)‘[17”
v =7 = m [11] (2o + y)‘[l,l} ’ [1.1] : [L.1] 7
(x + Qy)‘[l,l} 1 - 2 .
033
y'(1) = % 32 1]|= 2%(—18) = —%
31 2

2. Totéz muzeme ziskat i jinym zpusobem. Budeme predpoklddat v rovnici

implicitni funkce zavislost y na x, rovnici derivujeme podle x a vyjadiime y’.

2 +y 1 3

2 +y+ay +2yy =0 = y/:_a:—i—Qy

K ziskani druhé derivace implicitni funkce y” musime rovnici implicitni funkce

derivovat dvakrat podle = a vyjadiit ¥”. Rovnici implicitni funkce jsme jiz jednou

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

derivovali, staci ji derivovat jesté jednou podle x,

Rety+zy +2yy' =0) = 2+¢ +o + a2y’ + 2y + 29" = 0,
2+ 2y +2(y)’
T+ 2y

2420 +2( )+ (z+20)y =0 = 3 =
242 (=) +2(-1)* 2

/!
1) = —
y'(1) 1421 3

Piiklad 5.3.3. Naleznéte derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnici
T siny + cos 2y = cosy.
Reseni:

1. S vyuzitim véty 5.3.2. a pro F(z,y) = xsiny — cosy + cos 2y dostavame

oF
’ Ox sin y . '
T ooF T — 2sin2y #0.
Y 0_F xcosy +siny — 2sin 2y’ TCosy + sy sin 2y #
dy

2. Predpokladejme v rovnici implicitni funkce zavislost y na x, derivujme
rovnici podle x a vyjadieme 1. Tedy

sin y

siny + xcosyy +sinyy — 2sin2yy =0 = ¢ = — : —
T cosy + siny — 2sin 2y
pricemz

xcosy +siny — 2sin 2y # 0.

Piiklad 5.3.4. Naleznéte parcialni derivace prvého radu funkce z = f(z,y) dané

implicitné rovnici
422 + 2% — 322+ zy—yz+x—4=0

v bodé [1,1,1].
Reseni:

1. Vyuzijeme vétu 5.3.5. Pro F(x,y,2) = 42® +2y*> — 322 +ay —yz + v — 4

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

dostavame
oF
0z of BN S8r+y+1 10 10
“Cany=Ya1y=-0x _ HTIT 7 _
ax( 1) 8:10( 1) 3_F —6z —y 1] -7 7
0z i1,
oF
0z of (9_y dy+x — 2 4 4
“an=any=-9%| - rr—= __* _=
8y( 1) 8y( 1) oF —6z —y I, -7 7
0z [1,1,1]

2. Stejny vysledek ziskdme také tak, ze v rovnici implicitni funkce F(z,y, z) =
0 nejdiive prohldsime y za konstantu, z bude funkci x, y. Rovnici derivujeme
podle z a vyjadrime derivaci z podle x. Tentyz postup plati i pro urceni derivace
z podle y jen s tim rozdilem, Ze v rovnici pro implicitni funkci F(z,y,z) = 0

prohlasime za konstantu proménnou x a rovnici derivujeme podle y.

0 9 9
(a2 32y —yrtr—4=0) = 81— 62 by +1-yo =0,
x

Ox ox 0
8x+y+1+(—62—y)% =0= %: —ng;—yfyl.

Dosadime bod [1, 1, 1], uréime tak hodnotu %(17 1),
%(17 b= _% iy _i_?l - ?

Analogicky vypocitame derivaci z podle y v bodé [1, 1].

9, 9, 0
— 42?4+ 2y -3ty —yztr —4=0) = 4y—6z—z+x—z—y—z =0,
Ay dy dy

0z 0z dy+x—z
Qy+a—z4(—6z—y)e=0= —=_JTT7Z2
y+ax—z+(—62 y>8y 9 e

Dosadime bod [1, 1, 1], uréime tak hodnotu %(1, 1),
Y
4 — 4
92y dytz==
dy

4
—6z—y lpiy =7 T

Piiklad 5.3.5. Naleznéte te¢nu a normdlu v bodé [1, 1] funkce y = f(z) urcené

implicitné rovnici

zy+Iny—1=0.

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Reseni: Pro nalezeni teény vyuzijeme vétu 5.3.3. Vypocitejme nejdifve obé

parciélni derivace funkce F(z,y) = xzy +Iny — 1,

—(1 = =1
31‘( )=y [1,1] ’
or
— (L) =2+ - = 2.
ay( ) Yl
Dosadime,
oF oF
%(ﬂfo,yo)(ﬂf —x0) + a_y(xo,yo)(y —y)=0= 1(r—-1)+2(y—1) =0,

rovnice tecny pak bude mit tvar
t: x+2y—3=0.

Pro urceni rovnice normély dosadime do

88—];(%790)(95 —rg) — g—i(%,yo)(y —y)=0=2(z-1)-1y—-1)=0,

rovnice normaly pak bude mit tvar
n: 2rx—y—1=0.

Piiklad 5.3.6. Naleznéte rovnici tetné roviny v bodé [1, —2, 4] ke grafu implicit-
ni funkce z = f(x,y) urcené rovnici
2?2+ 3y —42° 4+ 20 — 12y + 82— 7=0.

Reseni: Pro nalezeni rovnice tecny vyuzijeme vetu 5.3.6. Nejdiive urcime

hodnoty jednotlivych parcidlnich derivaci funkce

F(r,y,2) =2 +3y* —42° + 22 — 12y + 82 — 7

v bodé [1, —2,4].
oF
—(1,-2,4) =2 2 =4
ax ( 7 ) ) T + [1,72’4} Y
OF
—(1,—2,4) =6y — 12 =—-24
ay( ’ 7 ) y [17_274] '
oF
21, -2,4)= -8 8‘ Y
0z ( ) et [1,-2,4]
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Dosadime do rovnice tecné roviny

OF OF OF

%(%7 Yo, Zo)(x - $o)+8—y($07 Yo, Zo)(y—yo)+§(%a Yo, ZO)(Z—ZO):O

=4z —1)—24(y+2)—24(z—4) =0 = 4o — 24y — 242+ 44 = 0.
Rovnice teéné roviny pak bude

T: x—06y—62+11=0.

l]lohy k samostatnému FeSeni

1. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici 22 + y? + y* — 2y = 3.

2. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici cot(3y) = z%y.

3. Vypoctete derivaci implicitni funkce y dané rovnici 2*¥ — 3% = 4 v bode
A=11,2].

4. Vypoctéte derivace 3/, y” implicitni funkce y dané rovnici sin®(zy) = 0

v bodeé [1,7].
5. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z dané rovnici % =z
6. Urcete parcialn{ derivace implicitn{ funkce z dané rovnicf e**v+2v*=+32=* — 4
7. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z v bodé A = [%2, 5,0] dané

rovnici cos v2x + 1?22 + 2y = 2.
8. Naleznéte tecnou rovinu a normalu ke grafu funkce y zadané implicitné
. T+ .
rovnici Y — 9y bods A = (3, 1].

r—Yy
9. Naleznéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z zadané implicitné rovnici

vy — z +In(2* + y*) = 0 v bodé [2,2,7].

10. Naleznéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z zadané implicitné rovnici

In(cos(z? + y* + 22)) = bz + 3yz + 6z v bodée A = [0,0,0].

Vysledky ulohy k samostatnému feSeni

y—2x

LG =2—y G =2+3 a0y =555

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

2. ?)_5 = —2xy, %—5 = —Sinf’w —22 Y = —%

3. 5 =2 In2—3""n3, §f =227 In2 - 3"Wn3, y = — 33 v Ing
y'(4) = — i

4. % = 2ysin(zy) cos(zy), %—5 = 2xsin(wy)cos(zy), y = =L, y" = %,
y'(1) = —m, y"(1) = 2.

5. 0F _ l-y—2 OF _ —a—z OF _ —zt+y 9z _ (loy—2)y+2) 9z _ atz

Oz y+z 7 Oy (y+2)27 0z (y+2)?7 Oz z—y > dy y—z

6. g_l;“ — oty t2yiat3az? (2xy + 322)’ %_5 — oy t2yiat3ez? (:U2 + 4yz),
%_5 _ ex2y+2y2z+3xz2<2y2 + 622), % _ _%7 g_z _ _%‘

798 = i BR 0y 42, 90 =322 -1, B = el

3

g_z - _32yy2zz2t21’ g_;(A> =-Z, g_;(A) =2

8. G = G = T 3@ =)+ iy~ 1) =0, 72— 3y =0,

n:3r+y—10=0.
oF __ 2 oF __ T 2 oF __ oF _ oOF _
9. G = v T e oy~ v TEe e = b (A) = 1 55(A) = 1,

9E(A)=-1,2(2,2) =24+ In8=2+3In2, 7: z4+y—2—2+3I2=0.

10, 9F — Z2zsin(@®4y?42?) 5 9F _ —Zysin(@i+y’+2?) g
0x T cos(x?ty?+e?) » Jy — cos(z2+y2+22) )

_ in(z24y2 422
O — it t) 3y —6, 95 (A)=—5, 2L (A)=0, ZE(A) = —6, 7 : 5r+62 = 0.

Kontrolni test

1. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici y? + e**¥ = 23.

2 xty _ 9,2 _ sty
a) o — 3r° —e b) o — 3T —e
y(2 + e:c+y) y2 + ety
2 _ L zty _ 2,02 _ a7ty
¢) o = 3z —e d) o = 3z —e
2y + erty 2y + xexty

2. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici sin(xy) + 222 = y2.
ysin(zy) + 4z ycos(zy) + 4x

/ — b / —
2) Y zsin(xy) — 2y )y x cos(zy) — 2y
cos(zy) + 4x sin(zy) + 4z
&) o = (zy) q) o = in(zy)
cos(zy) — 2y sin(zy) — 2y

3. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici 22 Iny = y? Inx v bodé

e, €].

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

T

4. Vypoctéte derivace 3/, 3" v bodé [{5, {5] implicitni funkce y dané rovnici
cos(4r — y) = .

a) Y'(A) =2v2,  y'(4) =1 b) ¥'(A) =1+v2, ¢ (4)=-2

o) Y(A)=4+v2, y'(A)=-4v2 d) y(4) =2, y'(A) = 4V2

5. Vypoctéte parcialni derivace implicitni funkce z dané rovnici

In(a?y® + 2*) = 3.

A R S
ox 223" dy 423

b) 0z _ —In(2zy?) 0z _ — In(3z%y?)
ox In(4z3) 7 Oy In(423)
0z  xy®—3 0z 3%y’ -3

Vor= Ty 28

" 9z _ 2wyt — 2t 9z _ 32y — gt

Ox 23+ 237 Oy x2y3 4 23
6. Vypoctéte parcialni derivace implicitni funkce z dané rovnici

arctan(z + y) + arctan(y + 2) = z + y + 2.
0z (@+y)(+(y+2)?*) 9z  1-(z+y)

2)’°

) (y +
0r  (y+22(+@+v)?) dy  (y+22(1+(z+y)?)
b) 0z (+y)P(l+w+2)?) 0z 1-(z+y)Py+2)°
O (y+2)2(1+(x+y)?) 9y (y+ 221+ (x+y)?)
) 0z _ (z+y)? 0z (z+y)+(y+2)
Ox (y+2)%’ oy (y + 2)?
Q) 0z _ 1+ (y+=z)° 9z 24 (z+y)+(y+2)?
Oz L+ (z+y)* dy (L4 (z+y)H) 1+ (y +2)?)

7. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z v bodé A = [3,0, —2] dané

rovnici z2yz3 + 2 = 233

0z 9 Oz 3 0z 0z 9
a) ?(A) = ?, g—y(A) —3 b) ?(A) = g, @(A) = —19
z Z 2 z
—(A)==, —(A)=0 d) —(A)=-, —(A)=—=
8. Naleznéte tetnou rovinu a normalu ke grafu funkce y v bodé A = [—1, —1]

**
* % %
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

zadané implicitné rovnici 3*Y = yIln3 + xIn 3.

a) T:xln3+y+2=0, b) T:x+yln3+2=0,
n:r—y—2=0. n:r+y=0.

¢) T:xln3+yln3+2=0, d) 7:2+y+2=0,
n:r—y+2=0. n:x—y=0.

9. Naleznéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z v bodé [2,1,7] zadané
implicitné rovnici z +y — 2z + yz = 0.

a) T:2r—4y—2—-3=0 b) 7:—4dx4+2y—2+3=0

c) T:drx—2y—2—-3=0 d) 7: 2x4+4y—2+3=0.

10. Naleznéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z v bodé [—1, 3, 2] zadané
implicitné rovnici In(zy + 2%) = 2.

a) T:dr—y—2+9=0 b) 7:3x—y+42—-2=0

c) T:2x4+y—4z+7=0 d) 7:2+y+2—-4=0

Vysledky testu fQJ‘L

1.¢),2.b),3.b),4.c), 5.a),6.a),7.b),8.d),9.d), 10. b).

Kontrolni otazky ‘)

Otazka 1. Jak definujeme parcidlni derivace a jaky je jejich geometricky vyznam?
Otézka 2. Sami navrhnéte funkci tii proménnych a vypocitejte vSechny parcialni
derivace az do tretiho radu této funkce.

Otéazka 3. Co je to totalni diferencial funkce vice proménnych?

Otézka 4. Porovnejte totalni diferencial funkce jedné proménné s totalnim dife-
rencidlem funkce dvou proménnych z hlediska jejich geometrického vyznamu.
Otéazka 5. Jak hledame te¢nou rovinu a normalu k funkei dvou proménnych?
Otazka 6. Co je to Tayloruv polynom?

Otézka 7. Co je to implicitni funkce?

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Otézka 8. Uved'te postacujici podminku pro existenci implicitni funkce.
Otézka 9. Jak derivujeme implicitni funkce?

Otézka 10. Jak se hledd tecna a normala k implicitni funkci?

Shrnuti lekce
V ramci této kapitoly jsme se seznamili s dulezitymi pojmy diferencialniho
poctu funkei vice proménnych. Predevsim je nutné dobfe zvladnout ¢ast vénovanou
parcidlnim derivacim. Pomoci nich pak muzeme pracovat i s dalsimi pojmy. Pod-
kapitola vénovana totalnimu diferencialu ndm dava navod jak hledat te¢nou ro-
vinu a normalu k dané plose. V posledni ¢asti kapitoly jsme se seznamili s impli-

citnimi funkcemi a naucili jsme se tyto funkce derivovat.
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