
Matematika II 5.2. Totálnı́ diferenciál, tečná rovina, Taylorův polynom

5.2. Totálńı diferenciál, tečná rovina, Taylor̊uv polynom

Definice 5.2.1.

Řekneme, že funkce z = f(x, y) je v bodě A = [x0, y0] diferencovatelná, nebo

má v tomto bodě totálńı diferenciál, jestliže je možné jej́ı př́ır̊ustek ∆z na

nějakém okoĺı bodu A vyjádřit jako

∆z ≡ f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = Ah + Bk + ρτ(h, k),

kde A, B jsou konstanty, ρ =
√

h2 + k2 a

lim
[h,k]→[0,0]

τ(h, k) = 0.

Řekneme, že funkce z = f(x, y) je diferencovatelná, je-li diferencovatelná

v každém bodě svého definičńıho oboru.

Č́ıslo h představuje př́ır̊ustek na ose x, č́ıslo k př́ır̊ustek na ose y.

Věta 5.2.1.

Je-li funkce z = f(x, y) v bodě A = [x0, y0] diferencovatelná, má v A parciálńı

derivace prvého řádu, přičemž

A =
∂f

∂x
(A), B =

∂f

∂y
(A).

Poznámka

Obvykle se použ́ıvá označeńı h = dx, k = dy, tedy př́ır̊ustek funkce ∆z m̊užeme

vyjádřit jako

∆z =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy + ρτ(dx, dy).

Definice 5.2.2.

Je-li funkce z = f(x, y) diferencovatelná, nazývá se výraz

dz = df(x, y) =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

totálńı diferenciál funkce z = f(x, y).
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Poznámka

Ekvivalentně lze totálńı diferenciál definovat takto: řekneme, že funkce z = f(x, y)

je diferencovatelná na okoĺı bodu A = [x0, y0], jestlǐze existuj́ı reálná č́ısla A,

B taková, že plat́ı

lim
[h,k]→[0,0]

f(x0 + h, y0 + h) − f(x0, y0) − (Ah + Bk)√
h2 + k2

= 0.

Lineárńı výraz Ah+Bk proměnných h, k se nazývá totálńı diferenciál funkce

z = f(x, y) v bodě A = [x0, y0]. Označujeme df(A)(h, k), př́ıp. df(A), dz(A) nebo

df(x0, y0), dz(x0, y0).

Z existence parciálńıch derivaćı neplyne spojitost funkce v daném bodě. Par-

ciálńı derivace poskytuj́ı pouze informaci o tom, jak se funkce chová ve směrech

rovnoběžných se souřadnými osami. Vlastnost diferencovatelnosti funkce však

spojitost zaruč́ı.

Věta 5.2.2.

Je-li funkce z = f(x, y) v bodě A = [x0, y0] diferencovatelná, pak je v tomto

bodě spojitá.

Věta 5.2.3.

Jsou-li
∂f

∂x
,

∂f

∂y
spojité v bodě A = [x0, y0], pak z = f(x, y) je v A diferencova-

telná (a tedy i spojitá).

Poznámka

Diferenciál lze mimo jiné využ́ıt k přiblǐznému výpočtu funkčńıch hodnot,

f(x, y) ≈ f(x0, y0) + df(x0, y0).
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Poznámka

1. Pro funkci n-proměnných, y = f(x1, x2, . . . xn), je totálńım diferenciálem výraz

df =
∂f

∂x1

dx1 +
∂f

∂x2

dx2 + · · · + ∂f

∂xn

dxn.

2. Totálńım diferenciálem druhého řádu funkce z = f(x, y) je výraz

d2f = d(df) = d

(

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)

=
∂

∂x

(

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)

dx +
∂

∂y

(

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)

dy

=

(

∂2f

∂x2
dx +

∂2f

∂y∂x
dy

)

dx +

(

∂2f

∂x∂y
dx +

∂2f

∂y2
dy

)

dy

=
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2.

3. Totálńı diferenciály vyšš́ıch řád̊u a pro funkce tř́ı a v́ıce proměnných se definuj́ı

analogicky.

Rovina v R
3 o rovnici z = Ax+By+C se nazývá tečnou rovinou τ ke grafu

funkce z = f(x, y) v bodě A = [x0, y0, z0 = f(x0, y0)], jestliže

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) −Ax − By − C
√

(x − x0)2 + (y − y0)2
= 0.

Jestliže má tato rovina procházet bodem A, pak bod A muśı splňovat rovnici

roviny, tj. f(x0, y0) = Ax0 + By0 + C. Vyjádř́ıme C = f(x0, y0) − Ax0 − By0 a

dosad́ıme do rovnice roviny

z = Ax + By + C = Ax + By + f(x0, y0) −Ax0 − By0

= A(x − x0) + B(y − y0) + f(x0, y0).

Tato rovina je tečnou rovinou, jestliže existuje totálńı diferenciál v boděA= [x0, y0],

tj. A =
∂f

∂x
(x0, y0), B =

∂f

∂y
(x0, y0). Tečná rovina k funkci z = f(x, y) v bodě

A = [x0, y0, f(x0, y0)] je pak určena rovnićı

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).
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Je obvyklé rovnici roviny vyjadřovat také jako

τ : z − z0 =
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0),

připomeňme, že z0 = f(x0, y0).

Geometrický význam totálńıho diferenciálu. V předchoźı rovnici pro

tečnou rovinu τ výraz na pravé straně odpov́ıdá diferenciálu funkce z = f(x, y)

v bodě A = [x0, y0], tedy

df(A) = z − z0.

Hodnota diferenciálu funkce z = f(x, y) v bodě A je rovna př́ır̊ustku z− z0 tečné

roviny τ k ploše o rovnici z = f(x, y) v bodě A = [x0, y0, z0] při přechodu z bodu

A = [x0, y0] do bodu X = [x, y], libovolného bodu z okoĺı bodu A, ve kterém je

funkce z = f(x, y) diferencovatelná.

A=[x0,y0]

A=[x0,y0,z0]

X=[x,y]

X

X
~

z=f(x,y)

τ

x

y

z

X

_

df(A)=|| X,X ||
_ ~

∆ f(A)=|| X,X ||
_

∆ f(A)

df(A)

Obr. 5.2.1

Věta 5.2.4.

Necht’ je funkce z = f(x, y) diferencovatelná v bodě A = [x0, y0]. Pak v bodě

A = [x0, y0, z0 = f(x0, y0)] existuje tečná rovina ke grafu funkce z = f(x, y)

určená rovnićı

τ : z − z0 =
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).
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Př́ımka n jdoućı bodem A kolmo k tečné rovině se nazývá normála plochy,

normála grafu funkce z = f(x, y). Jej́ı směrový vektor je kolineárńı s normálovým

vektorem roviny, tedy ~sn = ~n =

(

∂f

∂x
(A),

∂f

∂y
(A),−1

)

.

Věta 5.2.5.

Normála ke grafu funkce z = f(x, y) v bodě A je určena parametrickými rovni-

cemi:

n : x = x0 +
∂f

∂x
(x0, y0)t,

y = y0 +
∂f

∂y
(x0, y0)t, t ∈ R

z = z0 − t.

Na závěr kapitoly si zavedeme Taylor̊uv polynom pro funkce v́ıce proměnných.

Věta 5.2.6.

Necht’ funkce y = f(x1, x2, . . . xn) je na okoĺı bodu A ∈ Df alespoň (m + 1)-krát

spojitě diferencovatelná. Pak v bodě X ∈ O(A) plat́ı

f(X) = f(A) +
df(A)

1!
+

d2f(A)

2!
+ · · · + dmf(A)

m!
+ Rm, kde

Rm =
dm+1f(A + κ(X − A))

(m + 1)!
, κ ∈ (0, 1).

Definice 5.2.3.

Výraz z předchoźı věty nazýváme Taylorovým rozvojem funkce f na okoĺı

bodu A.

Hodnota Rm se nazývá Lagrange̊uv zbytek Taylorova rozvoje. Polynom

Tm(X) = f(A) +
df(A)

1!
+

d2f(A)

2!
+ · · · + dmf(A)

m!
,

kde dxi = xi −ai, A = [a1, a2, . . . an], se nazývá Taylor̊uv polynom m−tého

řádu funkce f v bodě A.

Je-li A = [0, 0, . . . 0], hovoř́ıme o MacLaurinovu polynomu.
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Řešené úlohy

Př́ıklad 5.2.1. Prověřte diferencovatelnost funkce

f(x, y) = x2 − 2xy − 3y2

v bodě A = [−1, 1] a nalezněte jej́ı totálńı diferenciál v bodě A.

Řešeńı: Využijeme větu 5.2.3., spojité parciálńı derivace funkce f v bodě

A zaruč́ı diferencovatelnost funkce f v bodě A. Nejdř́ıve vypoč́ıtáme parciálńı

derivace funkce f ,

∂f

∂x
= 2x − 2y,

∂f

∂y
= −2x − 6y.

Tyto funkce jsou spojité na celém svém definičńım oboru a tedy i v bodě A.

Funkce f je diferencovatelná v bodě A.

Nalezneme totálńı diferenciál funkce f v bodě A = [x0, y0] = [−1, 1],

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy = (2x − 2y)dx + (−2x − 6y)dy

df(A) =
∂f

∂x

∣

∣

∣

A
(x − x0) +

∂f

∂y

∣

∣

∣

A
(y − y0)

= (2x − 2y)
∣

∣

∣

[−1,1]
(x + 1) + (−2x − 6y)

∣

∣

∣

[−1,1]
(y − 1)

= −4(x + 1) − 4(y − 1) = −4x − 4y.

Př́ıklad 5.2.2. Vypoč́ıtejte přibližně f(1, 11; 0, 58), je-li f(x, y) = x3 + 4y3.

Řešeńı: Budeme uvažovat bod [1; 0, 5], tj. x0 = 1, y0 = 0, 5, f(1; 0, 5) =

1, 5. Vypoč́ıtáme totálńı diferenciál (př́ır̊ustek na tečné rovině k zadanému bodu)

v tomto bodě, přičemž dx = 0, 11, dy = 0, 08. Využijeme-li následuj́ıćı vztah pro

totálńı diferenciál

df(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx +

∂f

∂y
(x0, y0)dy,
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obdrž́ıme

df(1; 0, 5) = (3x2)
∣

∣

∣

[1;0,5]
· 0, 11 + (12y2)

∣

∣

∣

[1;0,5]
· 0, 08

= 3 · 0, 11 + 12 · 0, 52 · 0, 08 = 0, 57.

Využijeme vztah f(x, y) ≈ f(x0, y0) + df(x0, y0), tedy

f(1, 11; 0, 58) ≈ f(1; 0, 5) + df(1; 0, 5) = 1, 5 + 0, 57 = 2, 07.

Přesně je f(1, 11; 0, 58) = 2, 148 079. Rozd́ıl mezi oběma výsledky je dán t́ım, že

jsme v prvńım př́ıpadě uvažovali př́ır̊ustek funkce na tečné rovině.

Ještě poznamenejme, že pokud použ́ıváme desetinná č́ısla, pak je vhodné jed-

notlivé komponenty bod̊u od sebe oddělit středńıkem.

Př́ıklad 5.2.3. Nalezněte totálńı diferenciál funkce

f(x, y) = arctan
x − y

x + y
.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme parciálńı derivace funkce f ,

∂f

∂x
=

1

1 +
(

x−y

x+y

)2

x + y − (x − y)

(x + y)2

=
(x + y)2

x2 + 2xy + y2 + x2 − 2xy + y2

2y

(x + y)2
=

y

x2 + y2
,

∂f

∂y
=

1

1 +
(

x−y

x+y

)2

−(x + y) − (x − y)

(x + y)2

=
(x + y)2

x2 + 2xy + y2 + x2 − 2xy + y2

−2x

(x + y)2
=

−x

x2 + y2
.

Dosad́ıme do formule pro totálńı diferenciál, definice 5.2.2., a dostáváme

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy =

y

x2 + y2
dx +

−x

x2 + y2
dy =

ydx − xdy

x2 + y2
.

Př́ıklad 5.2.4. Nalezněte rovnici tečné roviny a normály ke funkce

z = 2x2 + y2

v bodě A = [1, 1, ?].
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Řešeńı: Dosad́ıme do rovnic pro tečnou rovinu a normálu ke grafu funkce

f , věta 5.2.4. a 5.2.5. Bod A = [x0, y0, z0 = f(x0, y0)] = [1, 1, 3],

∂f

∂x
(A) = 4x

∣

∣

∣

[1,1]
= 4,

∂f

∂y
(A) = 2y

∣

∣

∣

[1,1]
= 2.

Dosad́ıme do rovnice tečné roviny a dostáváme

τ : z − 3 = 4(x − 1) + 2(y − 1) ⇒ τ : 4x + 2y − z − 3 = 0.

Normála pak bude mı́t rovnice

n : x = 1 + 4t, y = 1 + 2t, z = 3 − t.

Př́ıklad 5.2.5. Nalezněte diferenciál druhého řádu funkce

f(x, y) = y sin x + x cos y.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme parciálńı derivace druhého řádu a dosad́ıme do formule

pro diferenciál druhého řádu.

∂2f

∂x2
= −y sin x,

∂2f

∂x∂y
= cos x − sin y,

∂2f

∂y2
= −x cos y.

Totálńım diferenciálem druhého řádu pak bude

d2f = −y sin xdx2 + 2(cos x − sin y)dxdy − x cos ydy2.

Př́ıklad 5.2.6. Nalezněte Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce

f(x, y) = 3x2 − 2xy + y2 − 2x − 3y + 1

v bodě A = [1, 2].

Řešeńı: Dosad́ıme do formule pro Taylor̊uv polynom, definice 5.2.3. Nejdř́ıve

vypoč́ıtáme df(A) a d2f(A),

f(A) = −4

df(A) = (6x − 2y − 2)
∣

∣

∣

[1,2]
(x − 1) + (−2x + 2y − 3)

∣

∣

∣

[1,2]
(y − 2) = −y + 2,
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d2f(A) = 6
∣

∣

∣

[1,2]
(x − 1)2 + 2(−2)

∣

∣

∣

[1,2]
(x − 1)(y − 2) + 2

∣

∣

∣

[1,2]
(y − 2)2

= 6x2 − 12x + 6 − 4xy + 8x + 4y − 8 + 2y2 − 8y + 8

= 6x2 + 2y2 − 4x − 4xy − 4y + 6.

Taylor̊uv polynom pak bude mı́t vyjádřeńı ve tvaru

T2(X) = −4 +
−y + 2

1!
+

6x2 + 2y2 − 4x − 4xy − 4y + 6

2!

= −4 − y + 2 + 3x2 + y2 − 2x − 2xy − 2y + 3

= 3x2 − 2xy + y2 − 2x − 3y + 1.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Určete přibližně hodnotu f(2, 08; 1, 99), je-li f(x, y) =
√

xy.

2. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = tan(x2 + y2).

3. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = (x3 + y3) sin(xy).

4. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = ln(sin(xy2)).

5. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = ex2y2
−4 v bodě A = [−1, 2].

6. Určete tečnou rovinu a normálu k funkci f(x, y) = x2y3 + x3y2 + x v bodě

A = [1,−1, ?].

7. Určete tečnou rovinu a normálu k funkci f(x, y) = ln(x2 − 3y) v bodě

A = [2, 1, ?].

8. Určete tečnou rovinu a normálu k funkci f(x, y) =
√

x2 + xy + 1 v bodě

A = [0, 4, ?].

9. Určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce f(x, y) =
xy

x + y
.

10. Nalezněte Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f(x, y) = ln

(

1

xy

)

v bodě A = [−2,−3].

Výsledky úlohy k samostatnému řešeńı

1. 2, 035.
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2. df = 2x
cos2(x2+y2)

dx + 2y

cos2(x2+y2)
dy.

3. df = (3x2 sin(xy)+y(x3+y3) cos(xy))dx+(3y2 sin(xy)+x(x3+y3) cos(xy))dy.

4. df = cos(xy2)
sin(xy2)

(y2dx + 2xydy).

5. df(A) = −8x + 4y − 16.

6. τ : 2x + y − z = 0, n : x = 1 + 2t, y = −1 + t, z = 1 − t.

7. τ : 4x − 3y − z − 5 = 0, n : x = 2 + 4t, y = 1 − 3t, z = −t.

8. τ : 2x − z + 1 = 0, n : x = 2t, y = 4, z = 1 − t.

9. d2f = −2
(x+y)3

(y2dx2 − 2xydxdy + x2dy2).

10. T2 = ln 1
6

+ 3 + x + 2
3
y + 1

8
x2 + 1

18
y2.

Kontrolńı test

1. Určete přibližně hodnotu f(3, 01; 2, 9), je-li f(x, y) = ln
x

y
.

a) 11
300

b) −0, 03 c) 11
100

d) −0, 09

2. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = (x sin y)7.

a) df = 7(x sin y)6(xdx + sin ydy)

b) df = 7(x sin y)6(sin ydx + x sin ydy)

c) df = 7(x sin y)6(xdx + cos ydy)

d) df = 7(x sin y)6(sin ydx + x cos ydy)

3. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = ln(x2 + y2).

a) df =
2

x2 + y2
(xdx + ydy) b) df =

2

x2 + y2
(ydx + xdy)

c) df =
2

x2 + y2
(dx + dy) d) df =

2

x2 +y2
(ln(2x)dx+ln(2y)dy)

4. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = arcsin
x

y
.

a) df =
1√

1 − x2

(

dx − x

y
dy

)

b) df =
1

√

y2 − x2
(−dx + dy)

c) df =
1

√

y2 − x2

(

dx − x

y
dy

)

d) df =
1

√

y2 − x2

(

1

y
dx + xdy

)
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5. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = xe3x+4y v bodě A = [4,−3].

a) df(A) = 13x − 12y − 88 b) df(A) = 12x − 12y − 84

c) df(A) = 13x + 16y − 4 d) df(A) = 12x + 16y

6. Určete tečnou rovinu a normálu k funkci f(x, y) = sin(3x − 2y) v bodě

A = [0, 0, ?].

a) τ : 3x − 2y − z + 1 = 0, n : x = 3t, y = −2t, z = 1 − t

b) τ : 3x − 2y − z = 0, n : x = 3t, y = −2t, z = −t

c) τ : x + y − z = 0, n : x = t, y = t, z = −t

d) τ : x + y − z + 1 = 0, n : x = t, y = t, z = 1 − t

7. Určete tečnou rovinu k funkci f(x, y) = x5y − y3 v bodě A = [−1, 2, ?].

a) τ : 10x − 13y − z + 26 = 0 b) τ : 10x − 11y − z + 22 = 0

c) τ : 20x − 13y − z + 26 = 0 d) τ : 10x − 11y − z + 22 = 0

8. Určete tečnou rovinu k funkci f(x, y) =
√

2x−
√

3y−x v bodě A = [2, 3, ?].

a) τ : x + 2y + 4z = 0 b) τ : y + 2z − 3 = 0

c) τ : x + y + 2z + 1 = 0 d) τ : x + 2y + 4z − 1 = 0

9. Určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce f(x, y) = sin(5x + 2y).

a) d2f = − sin(5x + 2y)(25dx2 + 20dxdy + 4dy2)

b) d2f = − sin(5x + 2y)(25dx2 + 10dxdy + 4dy2)

c) d2f = sin(5x + 2y)(5dx2 + 20dxdy + 2dy2)

d) d2f = sin(5x + 2y)(5dx2 + 10dxdy + 2dy2)

10. Nalezněte Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce

f(x, y) = 3x2y + 4xy2 + x3 v bodě A = [2,−1].

a) T2 = 24 − 16x + 20y + 4xy + 6x2 + 16y2

b) T2 = 8 − 8x + 16y + 6xy + 3x2 + 8y2

c) T2 = 16 − 12x + 12y + 8xy + 6x2 + 16y2

d) T2 = 4 − 4x + 4y + 4xy + 3x2 + 8y2

Výsledky testu

1. a), 2. d), 3. a), 4. c), 5. c), 6. b), 7. a), 8. c), 9. a), 10. d).
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