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5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Tayloriv polynom

Definice 5.2.1.
Rekneme, ze funkce z = f(z,y) je v bodé A = [z, 5] diferencovatelna, nebo
ma v tomto bodé totalni diferencial, jestlize je mozné jeji prirustek Az na

néjakém okoli bodu A vyjadrit jako

Az = f(xo+ h,yo + k) — f(xo,y0) = Ah + Bk + pr(h, k),
kde A, B jsou konstanty, p = VA2 + k2 a

[h,kl}igfo,m 7(h,k) = 0.

Rekneme, ze funkce z = f(z,y) je diferencovatelnd, je-li diferencovatelns

v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

Cislo h predstavuje pFirastek na ose x, ¢islo k piirtistek na ose y.

Véta 5.2.1.
Je-li funkce z = f(z,y) v bodé A = [x¢,yo] diferencovatelnd, ma v A parcidlni

derivace prvého radu, pricemz

of

A=GHd), B=30(4)

Poznamka

Obuykle se pouziva oznaceni h = dx, k = dy, tedy prirustek funkce Az muzeme

vyjadrit jako
0
Az 8fdx + 8—fdy + pr(dz, dy).

Definice 5.2.2.

Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd, nazyva se vyraz
15}
dz = df(z,y) = Lo+ Py

—— g - —
totalni diferencial funkce z = f(z,y).
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Pozndamka

FEkvivalentné lze totdlni diferencidl definovat takto: rekneme, Ze funkce z = f(z,y)
je diferencovatelnd na okoli bodu A = [xq,yo|, jestlize existuji redlnd cisla A,

B takovd, Ze plati

lim f(xo+h,yo +h) — f(x0,90) — (Ah + BE)
[h,k]—10,0] vV h?2+ k2

Linedrni vyraz Ah + Bk proménngch h, k se nazyvd totdlni diferencidl funkce
z = f(z,y) v bodé A =[x, yo]. Oznacujeme df (A)(h, k), prip. df (A), dz(A) nebo
df($07 yO)? dZ(Zﬂo, yO)

= 0.

7 existence parcialnich derivaci neplyne spojitost funkce v daném bodé. Par-
cidlni derivace poskytuji pouze informaci o tom, jak se funkce chova ve smérech
rovnobéznych se souradnymi osami. Vlastnost diferencovatelnosti funkce vsak

spojitost zaruci.

Véta 5.2.2.
Je-li funkce z = f(z,y) v bodé A = [z, yo] diferencovatelna, pak je v tomto

bodé spojita.

Véta 5.2.3.
Lof of .., § . .
Jsou-li 32 Bu spojité v bodé A = [xg, yo, pak z = f(x,y) je v A diferencova-
T oy

telnd (a tedy i spojitd).

Poznamka

Diferencidl lze mimo jiné vyuzit k pribliznému vypoctu funkcnich hodnot,

f(xvy) &~ f(anyO) + df(l‘o,y()).
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Pozndamka

1. Pro funkci n-proménnych, y = f(x1,xs,...x,), je totdlnim diferencidlem vyjraz

o af of .

2. Totdlnim diferencidlem druhého Tddu funkce z = f(z,y) je vyraz

_ of ,
& f = d(df ( do + 5 -dy )

_9 (9, f f
—a—(a— *‘d)d *a_y(a_d *a_d)d
2 f 2f f
( Sdr + )d:c+(aadx+a2 )dy

af 2f
ax2d = a2

3. Totdlni diferencialy vyssich radu a pro funkce tii a vice proménnyjch se definuji
analogicky.
Rovina v R? o rovnici z = Az + By +C se nazyvé te¢nou rovinou 7 ke grafu
funkce z = f(z,y) v bodé A = [xg, Yo, 20 = f(x0,Yo)], jestlize
floy)—Av—By—C _
[zl =lzowo] \/(x — 0)% + (y — yo)?

Jestlize ma tato rovina prochazet bodem A, pak bod A musi spliovat rovnici

roviny, tj. f(zo,v0) = Azxo + Byo + C. Vyjadiime C = f(zo,v0) — Azxg — Byy a

dosadime do rovnice roviny

z=Ar+ By+C = Az + By + f(zo,vy0) — Azo — Byo

= Az — z0) + B(y — vo) + f(x0,%0)-

Tato rovina je te¢nou rovinou, jestlize existuje totalni diferencial v bodé A = [z, yo],
0 0
tj. A = a—f(xo,yo), B = a—f(xo,yo). Tecnd rovina k funkci z = f(x,y) v bodé
T Y
A = [z0, Yo, f(z0,v0)] je pak uréena rovnici

0 0
z = f(xo,y0) + 8—£(x07y0)($ — ) + a—ch(xo; Yo)(Y — o).

i
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Je obvyklé rovnici roviny vyjadrovat také jako
Tiz— 2= g—i(wo,yo)(x — xp) + g—i(foayo)(y — %),
pripomenme, ze zop = f(zo, Yo)-

Geometricky vyznam totalniho diferencialu. V predchozi rovnici pro
tecnou rovinu 7 vyraz na pravé strané odpovidd diferencidlu funkce z = f(z,y)
v bodé A = [xg, o], tedy

df (A) = z — 2.
Hodnota diferencidlu funkce z = f(z,y) v bodé A je rovna piirustku z — 2y te¢né
roviny 7 k plose o rovnici z = f(x,y) v bodé A = [z, yo, 20| pfi pFechodu z bodu
A = [xg,y0] do bodu X = [z,y], libovolného bodu z okoli bodu A, ve kterém je

funkce z = f(z,y) diferencovatelna.

e~ @y)

A:[x();yO;zQ]

A= XX D
A= X X || o

Véta 5.2.4.
Necht je funkce z = f(z,y) diferencovatelnd v bodé A = [zg, yo]. Pak v bode
A = [20,%0,20 = f(x0,50)] existuje te€nd rovina ke grafu funkce z = f(x,y)

urcéend rovnici

0 0
T:z—2y= 8—£(x0,y0)($ — xo) + a—g(xoayo)@ — o).
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Primka n jdouci bodem A kolmo k tecné roviné se nazyva normala plochy,

normaéla grafu funkce z = f(z,y). Jeji smérovy vektor je kolinedrni s normalovym

vektorem roviny, tedy §, = n = (%(A), %(A)7 _1>-

Véta 5.2.5.
Normala ke grafu funkce z = f(z,y) v bodé A je urcena parametrickymi rovni-
cemi:
3 0B = — t
n:.x ZTo + or (I(]a yO) )

0
Yy =1y + a—g(xowo)t, teR

z2=2zy—t.

Na zaver kapitoly si zavedeme Taylortuv polynom pro funkce vice proménnych.

Véta 5.2.6.
Necht funkce y = f(x1,22,...,) je na okoli bodu A € D; alespon (m + 1)-krat
spojité diferencovatelna. Pak v bodé X € O(A) plati

LA B )

f(X) = f(4) T o) : 1+ R, kde
A (A R(X - A))
R, = T 1) k€ (0,1).

Definice 5.2.3.
Vyraz z predchozi véty nazyvame Taylorovym rozvojem funkce f na okoli
bodu A.

Hodnota R,, se nazyva Lagrangeuv zbytek Taylorova rozvoje. Polynom

LHA) | ER) i)
1! 2! m!

Tn(X) = f(A)

kde dz; = z; — a;, A = |[aq, aq, . . . a,], se nazyva Tayloruv polynom m—tého
fadu funkce f v bodé A.

Je-li A =10,0,...0], hovorime o MacLaurinovu polynomu.
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Resené ulohy

Priklad 5.2.1. Provérte diferencovatelnost funkce

f(z,y) = 2% — 2zy — 3y

v bodé A = [—1, 1] a naleznéte jeji totdlni diferenciél v bodé A.
Reseni: Vyuzijeme vétu 5.2.3., spojité parcidlni derivace funkce f v bodé
A zaruci diferencovatelnost funkce f v bodé A. Nejdiive vypocitame parcidlni

derivace funkce f,

of of
%—2x 2y, oy 2z — 6y.

Tyto funkce jsou spojité na celém svém definicnim oboru a tedy i v bodé A.

Funkce f je diferencovatelnd v bodé A.

Nalezneme totdlni diferenciél funkce f v bodé A = [zg,yo] = [—1, 1],

_of, of _
df = &Edaz - 8ydy = (2z — 2y)dx + (—2z — 6y)dy

df (A) = % Lz =)+ %‘A(y = %)
= Qe-2)| | @D+ (26| (1)

=—4(x+1)—4(y—1) = -4z — 4y.

Priklad 5.2.2. Vypocitejte priblizné f(1,11;0,58), je-li f(z,y) = x® + 4y3.
Reseni: Budeme uvazovat bod [1;0,5], tj. 20 = 1, yo = 0,5, f(1;0,5) =

1,5. Vypocitame totélni diferencidl (pfirustek na teéné roviné k zadanému bodu)

v tomto bodé, pricemz dx = 0,11, dy = 0, 08. Vyuzijeme-li nasledujici vztah pro

totalni diferenciél

0 0
df (zo,y0) = a_i(x())y())dx + a—]yc(woa Yo)dy,

i
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

obdrzime

df(1:0,5) = (322 20,11 + (1297 0,08
f(’ 7) (x)[l;o,f)} ) +( y>[1;0’5} )

=3.0,114+12-0,5*-0,08 =0, 57.

Vyuzijeme vztah f(x,y) ~ f(xo,v0) + df (xo, yo), tedy
f(1,11;0,58) ~ f(1;0,5) + df (1;0,5) = 1,5+ 0,57 = 2,07.
Presné je f(1,11;0,58) = 2,148 079. Rozdil mezi obéma vysledky je dan tim, ze
jsme v prvnim pripadé uvazovali ptrirustek funkce na teéné roviné.
Jesté poznamenejme, ze pokud pouzivame desetinnd ¢isla, pak je vhodné jed-
notlivé komponenty bodu od sebe oddélit stiednikem.

Priklad 5.2.3. Naleznéte totalni diferencial funkce

T,y) = arctan .
f(z,y) P

Reseni: Vypocitame parcidlni derivace funkce f,

of _ 1 r+y—(v—y)

- 2 2
Ox 1_1_(%) (v +y)

_ (x +y)* 2y oy

22 +2zy +y? +a? = 2zy +y* (v +y)? a? +y?
of _ 1 @ty —(—y)
Wy (u)Q (z +y)?
T+y
(z +y)? —2x —x

TPt 2oyt a2 =2yt (ty)? a2+
Dosadime do formule pro totalni diferencial, definice 5.2.2., a dostavame

af af vy N —r ydx — xdy
= = —AaAX —_— =
al’ ay Yy 1'2 + y2 5(32 + y2 Y 132 + y2

Priklad 5.2.4. Naleznéte rovnici te¢né roviny a normaly ke funkce
z = 2z 4+ °

v bodée A =[1,1,7].
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

ResSeni: Dosadime do rovnic pro te¢nou rovinu a normalu ke grafu funkce

f, véta 5.2.4. a 5.2.5. Bod A = [xg, Y0, 20 = f(x0,%0)] = [1,1, 3],

or or

A) =4 = =2.
8:6() x[l,l] Oy

o

(A4) =2y
Dosadime do rovnice tecné roviny a dostavame
T:z—3=4(zx—-1)+2y—1) = 7:4dx+2y—2—-3=0.
Normala pak bude mit rovnice
n:r=14+4 y=1+2t, z=3—t.
Priklad 5.2.5. Naleznéte diferencidl druhého fadu funkce

f(z,y) = ysinx + x cosy.
Reseni: Vypocitame parcialni derivace druhého fadu a dosadime do formule
pro diferencial druhého tadu.

0*f . o f : o f
Frohe —ysinz, = cosx — siny,

9y 2

= —TCoSYy.
Totalnim diferencidlem druhého fadu pak bude
d*f = —ysinxda® + 2(cos v — siny)dxdy — x cos ydy®.
Priklad 5.2.6. Naleznéte Tayloruv polynom druhého fadu funkce
f(z,y) = 32> — 2zy +9°> — 2z — 3y + 1

v bodé A =11,2].
Reseni: Dosadime do formule pro Taylortv polynom, definice 5.2.3. Nejdifve

vypocitdme df (A) a d>f(A),

(x—1)+ (—2x + 2y — 3) X (y—2)=—-y+2,

(1,2]
B
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

PR =6 -1 +2A-2)| @-DE-2+2 -2

=622 — 120+ 6 — dxy + 8v + 4y — 8+ 2y* — 8y + 8

= 627 + 2% — 4o — 4day — 4y + 6.

Tayloruv polynom pak bude mit vyjadieni ve tvaru

—y+2 622+ 2y —4dr — 4y — 4y +6
TR 2]

=—4—y+2+32°+y*— 22— 22y —2y+3

=327 — 2zy +y* — 22 — 3y + 1.

l]lohy k samostatnému ¥eSeni
Urcete piiblizné hodnotu f(2,08;1,99), je-li f(z,y) = \/7y.
Urcete totdln{ diferencial funkce f(z,y) = tan(z? + y?).
Urcete totdln{ diferencial funkce f(z,y) = (z* + y*) sin(zy).
(z,y) = In(sin(zy?)).
Uréete totalni diferencial funkce f(z,y) = e*¥ % v bodé A = [—1,2].

Urcete totdlni diferencial funkce f(z,

R

Urcete tecnou rovinu a norméalu k funkci f(z,y) = 22y + 23y* + x v bodé
A=11,-1,7].

7. Urcete tecnou rovinu a normalu k funkci f(z,y) = In(z? — 3y) v bodé
A=[2,1,7].

8. Urcete tecnou rovinu a normélu k funkei f(z,y) = /2% +xy + 1 v bodeé

A=10,4,7].
Yy
w+y'

10. Naleznéte Tayloruv polynom druhého fadu funkce f(x,y) = In (—)
Y
v bodé A = [-2,—3].

9. Urcete totdlni diferencidl druhého tadu funkce f(z,y) =

Vysledky ulohy k samostatnému ¥eseni

1. 2,035.

i
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

2. df = mdm + mdy.

3. df = (3x? sin(zy)+y(x3+y?) cos(zy))dz+(3y* sin(xy)+z (3 +y°) cos(zy))dy.
4. df = %( yidx + 2zydy).

5. df(A) = =8z + 4y — 16.

6.7 2x24+y—2z=0n:o=14+2t,y=—1+¢t, z=1—1t.
7.7:4r—-3y—z2z—-5=0n:x=2+4t,y=1-3t, z = —t.

. 7:2r—z2+1=0n:2=2t,y=4,2=1—1t.

9. d*f = (xli (y2da? — 2xydzdy + z2dy?).

10. nglng+3—|—x+§y—l—%x2+ﬁy.

Kontrolni test

1. Urcete piiblizné hodnotu f£(3,01;2,9), je-li f(z,y) =In—.
y

a) AL b) —0,03 ) AL d) —0,09

2. Urcete totaln{ diferencial funkce f(z,y) = (zsiny)’.

a) df = 7(xsiny)b(zdx + sinydy)
b) df = 7(xsiny)®(sin ydz + x sin ydy)
¢) df = 7(zsiny)b(zdx + cosydy)
d) df = 7(xsiny)8(sinydx + z cos ydy)
3. Urcete totélni diferencidl funkce f(z,y) = In(z? + y?).
2

2 2

c) df = m(dx + dy) d) df = g —— (In(22)dz+In(2y)dy)

T
4. Urcete totdlni diferenciél funkce f(x,y) = arcsin —.
Y

1 T 1
1 T 1 1

****ﬁ
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5. Urcete totaln{ diferencidl funkce f(x,y) = xe3*™ v bodé A = [4, —3].

a) df(A) =13z — 12y — 88 b) df(A) =12z — 12y — 84

c) df(A) =13z + 16y — 4 d) df(A) = 12z + 16y

6. Urcete tecnou rovinu a normélu k funkci f(z,y) = sin(3z — 2y) v bodé
A =10,0,7].

a

T:3x—2y—z+1=0n:z=3t,y=—-2t,z=1—1

)
)

b)) 7:3r—2y—2=0,n:x=3t,y=—2t, 2 = —t

¢) T:x+y—z=0n:x=t y=t, z=—t

d) 7ir+y—z+1=0n:ax=t,y=t,z=1—1t

7. Urcete tecnou rovinu k funkei f(z,y) = 2’y — y® v bodé A = [—1,2,7].

a) 7: 100 — 13y —2+26=0 b) 7: 10z —1ly —2+22=0

c) 7:20x — 13y —2+26=0 d) 7: 10z —1ly—2+22=0

8. Urcete tecnou rovinu k funkei f(z,y) = 2z —+/3y—x v bodé A = [2,3,7].
a) T:x+2y+42=0 b) 7:y+22—-3=0

¢) T:x+y+224+1=0 d) 7:x+2y+42-1=0

9. Urcete totdlni diferencidl druhého fadu funkce f(x,y) = sin(5z + 2y).
a) d*f = —sin(5z + 2y)(25dz? + 20dxdy + 4dy?)
b) d*f = —sin(5z + 2y)(25dz? + 10dxdy + 4dy?)

c) d*f = sin(5x + 2y)(5dz? + 20dxdy + 2dy?)

d) d?f = sin(5x + 2y)(5dz? + 10dzdy + 2dy?)

10. Naleznéte Tayloruv polynom druhého fadu funkce
fx,y) = 32y + day® + 2 v bode A = [2, —1].

a) Ty =24 — 162 + 20y + 4xy + 622 + 16y>

b) Ty = 8 — 8z + 16y + 6xy + 3x* + 8y?

c) Ty =16 — 122 + 12y + 8xy + 622 + 16y>

d) Ty =4 — 4z + 4y + 4wy + 322 + 8y?

Vysledky testu f\g-’i

1.a),2.d),3.a),4.¢),5.¢),6.b), 7.a),8. ¢),9. a), 10. d).
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