Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

5. Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Priivodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat diferencialnim poctem pro funkce vice
proménnych, predevsim budeme pracovat s funkcemi dvou proménnych. Ukézeme
si, jak se zobecnuje pojem derivace funkce jedné proménné a jaky je pak geome-
tricky vyznam derivace funkce dvou proménnych. Seznamime se s totalnim dife-

rencidlem funkce vice proménnych a s implicitnimi funkcemi a jejich derivacemi.

Cile
Parcialni derivace, parcialni derivace vyssich radu, smiSené parcialni derivace,

totalni diferencial, tecna rovina, normala, Tayloruv polynom, implicitni funkce.

Ptedpokladané znalosti
Diferencidlni pocet funkei jedné proménné, tj. derivace funkce, geometricky
vyznam derivace funkce v bodé, totalni diferencidl funkce jedné proménné, Tay-

loruv polynom.

5.1. Parcialni derivace

Zavedeme pojem parcialni derivace pro funkce dvou proménnych a ukazeme,
jak se definuje parcidlni derivace funkce n-proménnych.
Podobné jako derivaci funkce jedné proménné, definujeme parcialni derivace

funkce vice proménnych jako ,jisté ¢ limity.

*****
L - 257 -
- *xx

0=




Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Definice 5.1.1.
Rekneme, ze funkce z = f(z,y) ma v bodé A = [z, € R? parcialni

derivaci (prvého fadu) podle z, jestlize existuje (vlastni) limita

lim f(xo + h,yo) — f (o, yo)'
h—0 h

Rekneme, ze funkce z = f(z,y) ma v bodé A = [z9,y] € R? parcialni

derivaci (prvého tadu) podle y, jestlize existuje (vlastni) limita

lim f(xo,y0 +h) — f(nTo,yo)'
h—0 h

Vsimnéme si, ze obé limity jsou limity funkce jedné proménné. Pocitame

limitu funkce, ktera zavisi pouze na parametru h, jen h se méni.

Poznamka
1. Obuykla oznacent pro parcidlni derivaci funkce f podle x v bodé A = [xq,yo]
Jsou:

of 0z af 0z

%(ﬁo,yo), %(1‘07@0)7 f:c(anyO)’ f:;(xo,yo% %(A% %(A)u atd.

2. Parcidlni derivace funkce z = f(z,y), . 5z’ resp. 8_3/ jsou opét funkcemsi
proménnych (z,y) se stejnym nebo mensim definicnim oborem.

3. Parcidlni derivaci pro funkci n promeénngch definujeme ndsledujicim zpusobem:
Necht z = f(x1,%a,...,2,) je funkce n proménngjch, A = [T1,Zs,...,T,] € R",
pak

af (A) _ ].lm f(-fl7j27- 0 .j:i—]_;fi +h,:i‘i+]_,. 00 ,i’n) — f(.f]_,j??, o0 o 7.7:”)‘
Gmi h—0 h

0
Parcialni derivace (9_f je definovana jako ,,obycejna“ derivace funkce podle
xl

proménné x;, a lze tedy ocekavat, ze pro parcialni derivaci budou platit stejna

pravidla jako pro derivaci funkce jedné proménné.
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Véta 5.1.1.

Necht f : R" D Dy — R, g : R* D D; — R maji parcidlni derivaci podle
proménné z; na Q C Dy N Dy, i ={1,2,...n}, X = [z1,29,...2,]. Pak plati:

1. Pravidlo pro derivovani souctu resp. rozdilu dvou funkei n-proménnych:

9 of dg
o7, (f(X)£9(X)) = B o,

(X) +

(X)7

2. Pravidlo pro derivovani sou¢inu dvou funkci n-proménnych:

0 _of g
aa:i(f(X) -9(X)) = oz, s

(X) - 9(X) + f(X) (X),

3. Pravidlo pro derivovani podilu dvou funkci n-proménnych:

af dg
P (f(X)) B a_:q(X) -9(X) = f(X) - aIZ,(X)'

Oz; \ g(X) 9*(X)

Jak budeme postupovat pii parcialnim derivovani v konkrétnich ptrikladech?
Postupujeme tak, ze proménné, podle kterych se nederivuje, povazujeme za kon-
stanty. Proménnd, podle které derivujeme, je pak nezavisla proménna.

Jiz vime jaky geometricky vyznam mé derivace funkce jedné proménné. De-
rivace funkce jedné proménné v daném bodé je smérnice tecny ke grafu funkce
jedné proménné v tomto bodé. Jak to bude vypadat v piipadé derivaci funkei
dvou proménnych, jaky bude jejich geometricky vyznam?

Necht f:R* D D; — R je funkce dvou proménnych z, y. Necht o je rovina
dand rovnici y = yy. Rovina ¢ je rovnobéznd se souradnicovou rovinou xz (zz je
déna rovnici y = 0). Prunikem roviny o s grafem funkce z = f(z,y) je kiivka .
Parcidlni derivace g—i(A), A = [z9,v0], je smérnice (tan«) tecny ¢, ke kiivce k
v bodé A = [z, Y0, 20 = f(x0,y0)]. Analogicky uvazujme rovinu v danou rovnici
x = xp. Rovina v je rovnobéznd se souradnicovou rovinou yz (yz je dédna rovnici
x = 0). Prunikem roviny v s grafem funkce z = f(z,y) je kiivka . Parcialni

derivace g—f(A) je smérnice (tan 3) tecny ¢, ke kiivce A v bodé A, Obr. 5.1.
Y
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

A=[2,Y 2]

Poznamka

Pro jednoduchost bod z definicniho oboru funkce f budeme znacit velkym

pismenem, napr. A € Dy. Jemu odpovidagici bod na grafu funkce f budeme znacit

tucné, tj. A.
Definice 5.1.2.
Parcidlni derivace druhého fadu funkce z = f(z,y) jsou definovény
vztahy:
Of _ 0 (0f\ &°F_ 0 (0f\ &f 0 (0f\ &F 9 (of
0x2  0x \Ox) 0y Oy \dy) 0xdy 0Ox \Jy) oydx Oy \Ox)’
R *f *f . o e o
Parcialni derivace ——, nazyvame smisené parcialni derivace.
0xdy’ Oyox

Analogicky definujeme parcidlni derivace druhého radu pro funkce vice promén-
nych a také parcidlni derivace vyssich radu. Poradi proménnych ve jmenovateli

urcuje poradi jednotlivych parcialnich derivaci.
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Nésledujici Schwarzova véta charakterizuje tzv. ,zaménnost® smiSenych

parcidlnich derivaci.

Véta 5.1.2.
Pf  0*f
0xdy’ Oydx

Jsou-li smiSené parcidlni derivace spojité v bodé A = [xg, yo|, pak

jsou si v tomto bodé rovny, tj.

0 f _0*f
0xdy (4) = Oyox

(4).

Poznamka
Za obdobnijch predpokladu véta plati i pro parcidlni derivace vyssich radi, také pro
0*u o*u
a
0y?20z0x — 0x0y?0z

funkce vice proménngjch. Napr. necht v = f(x,y, z). Jsou-li

v bodé [0, Yo, 20| spojité, pak jsou si v tomto bodé rovny.

ReZené dlohy
Priklad 5.1.1. Urcete vSechny parcialni derivace funkce

f(z,y) = 3z*y® — 5 arctan z°.

Reseni: Jednd se o funkci dvou proménnych z, y. Hleddme tedy parcidlni

) of of
derivace — a —

oxr Oy

1. Nejdrive budeme derivovat zadanou funkci podle x, proménnou y budeme

povazovat za konstantu:

af 3 9 3 9 10x
— =12 — 20 = 12 — .
ox Ty 1+:174x . 1424

2. Derivujeme podle y, nyni x budeme povazovat za konstantu:

of _ - 4
ay—6x Y.

Priklad 5.1.2. Urcete vsechny parcialni derivace funkce

g(l’,y,Z) = 3'T2 +—

r—Y . ex—2y+3z
T+y
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Reseni: Postupné zadanou funkei derivujeme podle jednotlivych proménnych.

1. Derivujeme podle z, proménné y, z povazujeme za konstanty:

@:6‘%_‘_1(x—i_y)_(x_y)l_ez—Qy—i-le

ox (x 4+ y)?

— 61 + 2y o ez—2y+32‘
(z +y)

2. Derivujeme podle y, proménné z, z povazujeme za konstanty:

@ _ —1- (LIZ' + y) — (IE — y) -1 _ ot 2yH3z (_2) _ —2 + 9eT2y+37
oy (x 4+ y)? (z+y)?

3. Derivujeme podle z, proménné z, y povazujeme za konstanty:

dg
— _e:v72y+3z .3 = _3€x72y+3z'

0z
Priklad 5.1.3. Urcete hodnoty vSech parcialnich derivaci funkce

f=me ™

v bodé A =1, —1].

Reseni: Vypocitdme jednotlivé parcidlni derivace zadané funkce a uréime
jejich funkéni hodnotu v bodé A primym dosazenim:

1. Derivujeme podle x, proménnou y povazujeme za konstantu, a poté do de-

rivace funkce f podle x, coz je opét funkce proménnych z, y, dosadime bod A:

af 2 2 2
9 (A) = == 4 ze~¥(—2 ‘ — e "Y(1 — 222 — 3e.
o ) = e Haem V(= 2ay) iy © (1 —22%y) - e

2. Derivujeme podle y, proménnou x povazujeme za konstantu, a poté do de-

rivace funkce f podle y dosadime bod A:

Of v
gy (A) = e (x)‘

2
= —g3e Y

= = —e.
A=[1,—1]

A=[1,-1]

Priklad 5.1.4. Urcete vSechny parcialni derivace druhého radu funkce

3

z:x2y+y—4.
T
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

ResSeni: Nejdrive vypocitame parcialni derivace prvého radu:

of _, 4y of 2, 3y°
— =2 —.
Ox YT dy x?
aof of.
Derivujeme jesté jednou podle x i podle y funkce —
Oz’ 8y

0? oFf af 20y

a2 5’x (3x> 2+ a8’

21 _ o (o) _ o

oy? 3y oy )  at’

0 f 0 af 9, _ 1212

ﬁxc?y 8x Ay b’

0 f 0 af 9y 1212

0y8x 6y oz x®
3.,

020y

Priklad 5.1.5. Vypocitejte ———, je-li

z=1y’sinz.
Reseni: Zadanou funkci z budeme postupné derivovat dvakrat podle z a
poté podle y:
0z 0%z 0Pz

2 2 .
— =y“cosx, —— = —yY sinz,
4 o2 7 9020y

o —2ysin .
Ulohy k samostatnému feSeni
1. Urcete viechny parcialni derivace funkce f(z,y) = sin(z® + y?).
2. Uréetevsechny parcidlniderivace funkee f(x,y)=tan(z’y) v bodé A = [0, 7].
3. Uréete viechny parcidlni derivace funkce f(x,y, z) = €™ 4" 232 4 gV 147,
4. Urcete vSechny parcialni derivace funkce

f(z,y,2) = sinxcosy + sin(x + y) cos(y + z) +sinz v bodé A = [0, 7, 7.
5. Urcete vSechny parcialni derivace druhého tadu funkce

f(x,y) = yarcsin /z + \/m
6. Urcete vSechny parcidlni derivace druhého Fadu funkce f(x,y) =

v bodé A =1, —1].
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

7. Urcete vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce
fz,y,2) = 2%y°2° + 2y’ —ayTe — 20 4+ 4222
8. Urcete vSechny parcialni derivace druhého radu funkce

f(z,y,z) = arcsiny + (2 4+ y* + 2)e* v bodé A = [2,1,0].

(94

9. Vypoctéte parcidlni derivaci @Tgxﬁy funkce f(z,y) = 2xe’ 4 3ye”.
10. Vypoctét 14lni derivaci ”f funk

. octéte parcidlni derivaci ———————— funkce

P P 0y0z0x0z0x
f(z,y,2z) = cos(2x) cos(4y) cos(3z).

Vysledky ulohy k samostatnému veseni
1. % = 2x cos(2? + y?), g—; = 2y cos(z? + y?).

of _ 322 of _ b of _q of _
2. or COSQ($%y)’ dy — cos2(z3y)’ %(A> - O’ 8_y<A) = 0.

of _ xzexyz+2ew+2y+32+xy In JJ—FZyZ_l of _

of _ TYZ z+2y+3z y—1
3. 5= =yze™4e Ty’ 5, ) By

ox
l.yexyz + 3ex+2y+3z + yz 111 Y.

4. % = cosx cosy—+cos(x+y) cos(y+2z), g—?’j = —sinxsiny+cos(z+y) cos(y+

z) — sin(z + y) sin(y + 2), % = —sin(z + y)sin(y + 2) + cos z, %(A) = 12—
) )
\/§>’ a_£<A) - _§7 a_£<A) - _ﬁ'
5.%:2 7 +3v27 + 3y, —arcsm\/_+ 2z + 3y, a ﬁ+
3(2x+3y)7%, 3—f = 27(2x+3y) %, gfgy = 8(128’; = 2\/@[ + 9(2x+3y)’%
6 of _  y*-z?  of _ —2xy PAf 20(22—3y%)  82f _ 2y(322—y?) Pf
*or @242 Oy (@22 922 (@423 0 Oxzdy | (#2+4y2)? 0 oy
22(3y%—2?) 92f 1 0%f _ 1 0*f _ 1
(5323»—@/)37 312( ) - 333_33/(14) - W(A) - 2
7.2 = 20yP2 + AaByS — yTe, O = 3279228 + Batyt — Taytr + 2922, 9L =
: Yz Y yz,ay x alyt — Taytz + 222, L
3a2y?2? — ay’ — 62° + 292z, &L 2y323 - 12x2y5, gyf 6x2y23 + 20243 —

= 62y?23 + 2023y* — Ty°2 OF

42xyz+22,%:6xyz 302* + 2¢? ' D50z

) Bzay

6xy>2% — ", 8ng = 92%y?2? — Toyb + 4y2.

—£:3x2ez 95 — +2ye”, 5 6f =e? +(x3+y2+z)ez,‘327£—6xe *f
a

0

P Yoy /— ' 9y
_3 5 z 0 92 z 0? e?

y(1=y?) 527, G = (hatya)e’, o =0, 5 = 30%e", 0k = 2ye, TH(A) =

12, 52 (

14):M§ +2, y_f(A):%7 88:561;(14) O’ 6895282(14) 12’ ;:BZ(A>:1

9 [ 9(2xe¥+3ye”) 9 o [ 0(2ze¥+3e%)
Oz Oy — 9y \ 0z ox
k%
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

_ 0 [ 0(2e¥+3e”) 8(3ez) —0.
T Oy ox 3?/

10 9 f _ 9 9(cos(2z) cos 4y) cos(3z))
* Oy0z0x0z0x 8y

_ 90 <2 (i (6( 251n(2:p cos 4y) cos 3z) >>> ( ( (6 sin(2z) cos(4y) sin(3z)))>
oy \ 0z \ Ox 0z ox

0 [ 9(12cos(2x) cos(4y) s1n(3z)) 8(36c0s 2x) cos(4y) cos(3z))
— 9y oz

= —144 cos(2z) sin(4y) cos(3z).

Kontrolni test

1. Uréete viechny parcidlni derivace funkce f(z,y) = z sin?(zy?).

of of

) 2 2 2 2 2 =4 2 2
a) g — Sib (xy?) + 22y~ cos(xy”), By x*y cos(zy”)
b) % = 2xy* sin(zy?) cos(zy?), g—g = 42y sin(zy?) cos(zy?)
of _ . 9/ 5 2 i ()2 2 of 2
c) 5 = Sin (y°) + 2xy” sin(y~) cos(y), 8_y = 4z“y sin(2zy) cos(2xy)
Of _ . a2/ o 2 2 2 of 2 2 2
d) 5g = S0 (xy?) + 2zy” sin(zy*) cos(xy”), o = dx*y sin(zy”) cos(zy”)
2. Urcete viechny parcidlni derivace funkce f(z,y) = z*Iny v bodé A = [3, 1].
of , .« . Of, . Of v e OF
o Li=o L9 0 Li-6 Hia-g
of of of of
o Li-o Ly ) Li-o H-s
3. Urcete viechny parcidlni{ derivace funkce f(z,y, z) = arcsin(zy?®)—arccos(z23).
) af y? A af 2wy aof —3z2?
Or  \[T—mp? V1-ax28 Oy J1—zy? 0z V1—a2®
b) af y? N 23 af 2wy af _ 3wz®
8$_\/1—x2y4 VI—a228" 0y J1—a2yt 0z 11— 220
o _ v 2 o 2y O e
ax_\/l—x2y4 VI—228" 0y J1— a2yt 0z 1 — 120
2 3 2
GO P oy o

Or  \JT—xy?2 V1-223 0y J1—ay2 0z 1—223

4. Urcete vechny parcidlni derivace funkce f(x,y, 2) = (z+y+2)(3x+4y+52)
v bode A =[-1,2,-2].
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8f af B 3f
2 af 2
9 4 of 1\ _ 9 4
of of 9 4
5. Urcete vSechny parcidlni derivace druhého tadu funkce f(z,y) = av.
*f o f 0*f
—J — 1)g¥ 2 Z L — Y] 2 — y—17
a) 92 yly — 1)a¥ 7, e ¥ In(x*), 900y Yy nw
U U Pf
b)@—yaﬁ : 6_3/2_x1n z, axay—x (1—-ylnz)
62f y—2 a2f y 2 a2f y—1
c) @—y(y—l)x , a—yz—x(lnx), amay_x (ylnz +1)
a2f 2 y—2 a2f y—1 82f y—1
d) proiak A a—yQ—yx Inz, &an_x (ylnz +1)
6. Urcete vsechny parcidlni derivace druhého tadu funkce f(z,y) = In <
v bodé A = [4,5].
0 f 1 0 f 1 0 f
—(A)=——, —(A)=— A) =
2) 8x2< ) 16’ 8y2( ) 25’ 8xay( ) =0
0 f 1 0 f 1 o0 f
b) —=(A) = — — = —— A =1
) 83:2( ) 16’ 8y2( ) 25’ 8x8y< )
0% f 1 o0 f 1 0% f
—=(A) = - —=(A) == A) =
0*f 1 0 f 1 0 f
d) =—=(A)=—-—-, —=(A)=—= A)=1
) SN =1 GEA =5 5
7. Urcete vSechny parcidlni derivace druhého radu funkce f(z,y, 2) = yz arctan z.
2) Pf 29z O*f O*f - Of 2z Pf 2y
0x2 cosx’ Oy ' 022  0xdy cosdx’ Oxdz cosda’
82
250> =arctanx
T B S S
Ox? " Oy? "022 7 0x0y 142 020z 1+ a2’
Pf
oydz 1+ a2
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0 O’f 2yzsinx 82f_0 Of  0*f 2zsinz 9*f 2ysinx
0x2  cosdx T Oy? 022 ) Oxdy cosPx  Oxdz cosdx
32
250> =arctanx
Q) 62f: —2zyz 02f:O 82f: 0 f _ 2 0 f Y
o2 (14222 0y? 7 922 7 0xdy 1+ a2 0xdz 1+ 22
82
2y0= =arctanx
8. Urcete vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce
f(z,y,2) = ze"* + ye™ v bode A = [1,2,3].
Pl o oo P oo Pf 5 Pf
a) @(A)_ﬂe + 8e”, 8—3/2(14)—3e : w(/l)—éle : 8x8y(A)—7e )
*f s 0%
0x82<A)7l4e ’ 8y82<A)
Pl on Pf s Pf S AN
b) @(A)—Se ) a—yQ—(A)Ge ) ﬁ—(A)iSe ) 6$ay(14)—8e )
>’f s Of 3
8;E8z(A)_12e , 8y82<A>_5e
Pl oms, go OF o PI o _es OF o
C) @(A)—Q’?e + 8e s W(A) 4 s w(A)— e, ag}—ay(A)_8e s
>’f ; Of
(‘3x82(A)_15e ' 8y82<A)
Pl ons OPF s OPf s OPf oo
Pf s O o
8x8,z<A)_7e ’ 8y82(A)_2€
4
9. Vyp(;ztete parcialni derlvaill 059000y funkee f(z,y) = In(z + 2;/)
- b) —— = 0 d) ——
Verawp Y erayr 9 e Y ey

3

10. Vypoctéte parcidlni derivaci
P P v 0xdydy

a) 0 b) 12y/bx — 4y

Vysledky testu
1.d), 2. a), 3. b), 4. b), 5.

B4
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), 6.a),7.d),8.c¢),9.b), 10. ¢)

funkce f(z,y) = /(bx — 4y)7.
c) 10505z —4y d)

21(5x — 4y)*




