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4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

V této kapitole zavedeme pojem limity a spojitosti pro funkci dvou promeén-

nych. Pro funkce tii a vice proménnych definujeme tyto pojmy zcela analogicky.

Vyklad

Vsichni jiz dobte zndte pojem limity funkce jedné proménné, y = f(x). Limita
funkce f : R O Dy — R v n¢jakém bodé zy € R charakterizuje chovani této
funkce resp. funkénich hodnot na okoli bodu . Rekneme, ze funkce f ma v bodé
xo limitu A € R, jestlize ,blizime-li“ se k bodu xg, pak se funkéni hodnoty f(x)
,blizi“ k bodu A.

Pripomenme, ze funkce f v bodé o nemusi byt viubec definovana, tj. hodnota
f(zo) neexistuje, a presto v tomto budé muze existovat limita. Vypocet limity
funkce jedné proménné je pomérné snadny. K bodu xy se totiz muzeme blizit
pouze ze dvou stran, zleva resp. zprava, a to vzdy po primce. Poc¢itame tak limitu
zprava resp. limitu zleva funkce f. Rovnaji-li se obé limity, pak fikame, ze limita
v bodé xy existuje. Neni-li tomu tak, pak limita funkce f v bodé z( neexistuje.

Hleddme-li limitu funkce z = f(z,y), funkce dvou proménnych, limitni bod
P € R2. K tomuto bodu se muzeme , bliZit“ mnoha zptisoby, napf. po riznych
piimkéach, kfivkach atd. Vypocet limity funkce dvou proménnych je mnohem
obtiznéjsi, a proto si ukazeme jen nékteré diléi postupy pro vypocet vlastni limity
funkce dvou proménnych.

Nejdrive si zavedeme pojem okoli bodu. K uplnému a presnému zavedeni
tohoto pojmu by bylo potieba definovat nékteré dulezité objekty, kterymi se
zabyva matematickd disciplina zvana Topologie. Pro nase tucely to vsak neni

nutné. Vystacime si s nasledujicim zjednodusenim.
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4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Definice 4.3.1.

Necht P € R? je bod.
Okolim bodu P budeme rozumét otevieny kruh O(P) C R? se stfedem
v bodé P.

vylou¢ime bod P. Znacime (095(]3).

Otevienym kruhem rozumime kruh bez hrani¢ni kruznice.

Prstencovym okolim (resp. nedplnym okolim) bodu P rozumime okol{
O(P), ze kterého vylouc¢ime bod P. Znacime (?)(P) = O(P)\{P}.

Deltovym okolim bodu P rozumime otevieny kruh Os(P) C R? § > 0,6 €
R, se sttedem v bodé P a polomérem .

Prstencovym deltovym okolim bodu P rozumime okoli Os(P), ze kterého

Deltové okoli bodu P si predstavime jako otevieny kruh se sttedem v bodé P

a polomérem ¢. Jinymi slovy to znamend, ze takovym okolim je mnozina bodu

Q, jejichz vzdéalenost od P je mensi nez 9,

Os(P) ={Q e R*[ 0 < ||P, Q]| < d}.

Pripomenme, ze je-li P = [z1,y1], @ = [x2, y2], pak vzdélenost

1P.Qll = V/(y1 — 21)* + (y2 — x2)*.
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Pozndamka

Rozdil mezi okolim bodu P a deltovym okolim bodu P je jen v tom, Ze ve druhém
pripade explicitné specifikujeme polomer takového okoli. Deltové okoli bodu P
je tedy okoli bodu P s polomérem ¢.

Limity musime poc¢itame v tzv. hromadnych bodech. Je to proto, aby jsme

se k prislusnému limitnimu bodu mohli , blizit“ .

Definice 4.3.2.
Bud U c R% Bod X € R? se nazyvé hromadny bod mnoziny U, jestlize
kazdé jeho prstencové okoli (OQ(X ) ma s mnozinou U neprazdny prunik, tj.

[e]

OX)NU # 0.

Na Obr. 4.3.2 body X, Y jsou hromadnymi body mnoziny U, bod Z neni

hromadnym bodem mnoziny U.
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Obr. 4.3.2

Skutecné, kazdé prstencové okoli bodu X obsahuje néjaké body z mnoziny U,
kazdé prstencové okoli bodu Y obsahuje néjaké body z mnoziny U. Na dru-
hou stranu existuje prstencové okoli bodu Z takové, ze neobsahuje zadny bod
z mnoziny U.

Hleddme-li limitu funkce z = f(z,y) v néjakém bodé P € R?, pak bod P musi
byt hromadnym bodem mnoziny D;. Pokud tomu tak nebude, nemédme se po ¢em

k bodu P ,blizit“ , a nema tedy smysl takovou limitu pocitat. Vsimnéme si jeste,
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

ze hromadny bod mnoziny vubec nemusi v dané mnoziné lezet, tj. vubec nemusi
lezet v definicnim oboru funkce f. Napi. budeme-li uvazovat otevieny kruh se
sttedem v bodé P, bez bodu P. Bod P je hromadnym bodem otevieného kruhu,

protoze kazdé prstencové okoli (OQ(P) obsahuje body z otevieného kruhu.

ory Y-
‘ory A
?O(P) \\ PO /“
o \\ //x
‘o
Obr. 4.3.3

Definice 4.3.3.
Rekneme, 7e funkce z = f(z,y) méa v hromadném bodé P = [z, ] limitu

a € R, jestlize Ve > 0 existuje § > 0 takové, ze VX € (095(P) plati
lf(X)—a| <e.
Volime nésledujici oznaceni limity funkce,

lim f(x,y) = a, resp. lim  f(z,y) = a, resp. lim f(X) = a.
s [z.y]—[z0,y0] X—P

Na Obr. 4.3.4 je zobrazena limita funkce jedné proménné. Limita funkce f
v bodé xq existuje, kdyz existuji stejné jednostranné limity, tj. blizime-li se k bodu
xg zleva, blizi se funkéni hodnoty f(z) k ¢islu b. Totéz plati v pripadé, ze se k bodu

xo blizime zprava, funkéni hodnoty se blizi opét k ¢islu b.
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Staci prozkoumat pravé dvé moznosti, k limitnimu bodu zy se muzeme blizit bud

zleva nebo zprava, a to vzdy po piimce, ose x.
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Obr. 4.3.5

K pocatku se muzeme blizit napt. po primkach prochézejicich pocatkem, nebo
po spirale atd.

Nejcasteji se pii vypoctu limit funkel dvou proménnych budeme setkavat se
tfemi pripady. Vypocet provedeme dosazenim limitniho bodu, v podstaté takto
vypocitame limitu jako funkéni hodnotu v limitnim bodé. Nebo limitu pocitame

postupnym upravovanim funkce. Treti moznosti je dukaz neexistence dané limity.
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Pozndamka

Nasledugici wlohy, a to predevsim ulohy k samostatnému reseni a ulohy obsazené

v kontrolnim testu, jsou urceny predevsim pro zdjemce o tuto problematiku. Pod-
statné je, aby jste si uvédomili zdkladni rozdil mezi limitou funkce jedné a limitou

funkce vice promeénngjch.

Resené dlohy
Priiklad 4.3.1. Vypocitejte

x + 2y
11m .
[z.y]—[24] 22 + Y

Reseni: Dosadime limitni bod, tedy

r+2y 2+2-4 10 5
[z,y]q[24]2x+y 2244 8 4

Priklad 4.3.2. Vypocitejte

i Ty +2x+y+ 2
11m .
[zy]—[-1,00 xy? + y2 + x + 1

ResSeni: Postupnym upravovanim dostaneme

A2y +2 a0 2y +2)+(y+2)
[x,y]ﬂ[ 10wy +y?2 +x + 1 =70 wyl—[-1,0 y2(x + 1) + (z + 1)
9 1 9
_ g WHYE+D o yE2

=10 (x+1)(y2+ 1) [y—10y2 + 1

Priklad 4.3.3. Vypocitejte
2zy
im —.
[2,y]—[0,0] 22 + y2
Reseni: K bodu [0,0] se budeme blizit po pifmkach, tj. cestu volime po pifm-
kéch obsahujicich bod [0,0]. Takové piimky maji rovnice y = kz, kde k € R je
parametr. Bude-li feSeni zaviset na parametru k, limita neexistuje. Dosadime a

dostavame
2y , 2kx? _ 2k 2k

lim = lim ————— = lim = .
[,y]—[0,0] 2 + 32 e—0 12 + k222 2—01+ k2 1+ k2
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Limita zavisi na parametru k. Pro ruzné hodnoty k dostavame ruznou hodnotu
limity. Limita proto neexistuje. Pokud limita nebude zaviset na parametru k,
pak o existenci limity nemuzeme nic tici. Nevime, jestli existuje nebo neexistuje.
Duvod je ten, ze ptimky tvorl pouze ¢ast moznosti, jak se k limitnimu bodu
muzeme blizit.
Priklad 4.3.4. Vypocitejte
x2y? — 4
[x,y]lg[llg] zd+yt — 17
Reseni: K vypocitani této limity pouzijeme nasledujici vétu o dvojnasobné

limite.

Véta 4.3.1.

Jestlize existuji limity

)
T—To \ Y—Yo —Y0 \T—70 [z,y]—[z0,y0]

lim (lim f(a:,y)) = ay, ylim (lim f(x,y)) = ay lim  f(z,y) =a,

pak a = a; = as.

Prakticky postupujeme tak, ze si vybereme jednu proménnou, napi. proménnou
y, druhou pak povazujeme za konstantu. Poc¢itame limitu funkce jedné proménné,
funkce zavisejici pouze na y. Dostaneme vyraz, ktery jiz nebude obsahovat pro-
ménnou ¥y, ale pouze x. Nyni z budeme chépat jako proménnou a vypocitame
limitu z funkce jedné proménné, funkce zavisejici pouze na x, ziskame hodnotu
ai,

a; = lim (lim

x%y? — 4 L 42% — 4
a—1 \y—2 2t +y* — 17

= lim ——— "
ool 74 + 16 — 17
422 — 1) , 4

S —lm o =2
pl (2 + 1)(@2 —1) a1 (22 + 1)

Totéz udélame pro obé proménné v opacném poradi a dostavame hodnotu as,

tim (1 2%y? — 4 " y? —4 ’ 1 1
a9 = 11IM 1m —————- - = l1im =1lm-———-—- = —.
P \emtat 4yt —1T) 2 (P AP —4) w2 (P +4) 8

idi V7 1 2 imi X1 je. Z j iz 1 = a9 Xi i
Vidime, ze a as, limita neexistuje. Pozor, jestlize a as, pak o existenci
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

limity se opét neda nic rici. Muze, ale také nemusi existovat.

Na zavér kapitoly si nadefinujeme spojitost funkce dvou proménnych.

Definice 4.3.4.

lim  f(z,y) = f(zo, yo).

[z,y]—[z0,Y0]

oboru.

Rekneme, ze funkce z = f(x,y) je spojitd v bodé [z, yo] € Dy, jestlize plati

Funkce z = f(x,y) je spojitd, je-li spojita v kazdém bodé svého defini¢niho

Ulohy k samostatnému feSeni

2 3y —1
. Vypoctéte limitu  lim x—l;—y.
[zyl—[-16] T°—Y

—

[\

. Vypoctéte limitu  lim  sin(x + y) - cos(z — y).
[z,y] =775
541
3. Vypoctéte limitu  lim L
eyl =141 y(z + 1)

1
4. Ukazte, ze neexistuje limita lim :U(y——i-)
[z,y]—[0,0] 22 + 3y
r? -1

5. Ukazte, ze neexistuje limita lim .
eyl —[14] y — 4

23— 2

6. Ukazte, ze neexistuje limita lim 5
[z.y]=[00] 7Y — Y

35— 2%+ 26
7. Ukazte, ze neexistuje limita lim u
[eyl—[-1,-3] *+y+4

2 1
8. Ukazte, ze neexistuje limita lim L
eyl—[-3-3 T +y+1

2
9. Ukazte, ze neexistuje limita lim Tt L
[z,y]—-[0,0] Y + Y

N
N

(> +y+1)@*—y+1)-1

10. Ukazte, ze neexistuje limita lim
[2,y]—[0,0] Yy

Vysledky ulohy k samostatnému feseni
1.-3.
2. 2.

i
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

3. limpp )1, CHET = limp g 2 = 5

4. (y = kx), lim,_o fsgfgg = lim,_.o % = ﬁ

5. (y —4=k(x —1)), lim, % = lim,_; & = 2.

6. (y = kx), lim,_ % = limy o ey = —F-

7. dim, o (limy g L2242 = fim, =25 = i, St
lim, .1 —(2* — 2 4+ 1) = =3, limy,_,_3(lim, %f—m) = lim, 3 yzif =
lim, 5 WHIWZSEN) Yy, gy — 3y 4+ 9 =27, —3 £ 27.

8. (y+3=h(z+3)) lim,__1 m = 2.

. x(x+1 : T : T
9. limp ) o0 Sy = limp g o) £, (y = k), limg o & = 1.

o 2 . (224 kx?4+1) (2 —kx?+1)—1 _ q- 22 (2?2 —k2z24+2)
10. (y = kx?), lim,_.¢ 2 =lim, o = =

(22 —k22%+2) 2
k ok

hmxﬂo

Kontrolni test

1. Vypoctéte limitu  lim (tany + 2 cot(z + y)).

[mfy]_’[%vﬁ
a)3v3 b)V3 a)\/Tg d) neexistuje

2. Vypoctéte limitu  li ¥y
. octete 11maitu 1m .
P [z,y]—[0,0] x + 1

a)0 b)neexistuje ¢)1 d)2

3
3. Vypoctéte limitu  lim Tt y3.
[zyl—-[2y —x

a)0 Db)9 c)neexistuje d) — 2
2 2 2
4. Vypoctéte limitu  lim w
[z,y]—=[-1,1] r+y
a)2 b)neexistuje ¢)0 d)1
z+y°

5. Vypoctéte limitu  lim 5
[Z,y]H[O,O] Yy—x

a) —2 b)0 ¢)9 d)neexistuje
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

2x — 8
6. Vypoctéte limitu  lim * .
[zy]—[4,2] Y —2

a)neexistuje b) —2 ¢)0 d) —1

-1
7. Vypoctéte limitu  lim M
[z,y]—[0,0] Yy

a) —1 b)0 c)neexistuje d)2

—2 1
8. Vypoctéte limitu  lim (v = 2)(y + )
ey—2-3 x+y+1

a)neexistuje b) —2 ¢)0 d)1i

oy — 8
9. Vypoctéte limitu  lim y—or

a)b b)8 «¢)13 d)neexistuje
22

10. Vypoctéte limitu  lim —.
[z,y]—=[0,0] Y

a)3 b)1l c)neexistuje d)0

Vysledky testu IQJ‘L

1.b),2.a),8.b),4.¢),5.d) (y= 1), 6.2) (y=17),7-¢) (y = 7). 8 a)
(y = #21), 9. d) (y =5k —8), 10. ¢) (volime y = ka?, dostdvéme y = 7).

Kontrolni otazky ‘)

Otézka 1. Co je to funkce vice proménnych?

Otézka 2. Uved'te piiklad funkce dvou proménnych, funkce tif proménnych.
Otézka 3. Jak hledame graf funkce dvou proménnych?

Otéazka 4. K ¢emu se pouziva vrstevnice?

Otézka 5. Co rozumime okolim bodu?

Otézka 6. Srovnejte definice limity funkce jedné proménné a limity funkce dvou
proménnych.

Otézka 7. Co je to hromadny bod mnoziny?

i
- * 5 *

* %
* 4 %



Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Otézka 8. Pro¢ hledame limity v hromadnych bodech?

Otézka 9. S jakymi obtizemi se setkdvame pii hledani limit funkei dvou promén-
nych?

Otazka 10. Kdy je funkce dvou proménnych spojita.

Shrnuti lekce

V prvni casti kapitoly jsme se seznamili s problematikou funkci vice promén-
nych. Naucili jsme se hledat defini¢ni obor, pracovali jsme predevsim s funkcemi
dvou proménnych. Pro funkce tii a vice proménnych hledame definiéni obor ana-
logicky, tj. snazime se najit omezujici podminky a specifikovat na zakladé téchto
podminek mnozinu bodu, ve kterych je takova funkce definovand, ve kterych ma
smysl.

Ukazali jsme si zpusob jak hledat grafy funkci dvou proménnych. Grafy funkei
tii a vice proménnych se jiz ovSem nedaji graficky znazornit v trojrozmérném
prostoru.

Zjistili jsme, ze limita funkce dvou proménnych je piimym zobecnénim limity
funkce jedné proménné. Diskutovali jsme nékteré problémy, které nas c¢ekaji pri

konkrétnim hledani limit. Zavedli jsme si pojem spojité funkce dvou proménnych.
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