
Matematika II 4.3. Limita a spojitost funkce vı́ce proměnných

4.3. Limita a spojitost funkce v́ıce proměnných

V této kapitole zavedeme pojem limity a spojitosti pro funkci dvou proměn-

ných. Pro funkce tř́ı a v́ıce proměnných definujeme tyto pojmy zcela analogicky.

Výklad

Všichni již dobře znáte pojem limity funkce jedné proměnné, y = f(x). Limita

funkce f : R ⊇ Df → R v nějakém bodě x0 ∈ R charakterizuje chováńı této

funkce resp. funkčńıch hodnot na okoĺı bodu x0. Řekneme, že funkce f má v bodě

x0 limitu A ∈ R, jestliže ,,bĺıž́ıme-li“ se k bodu x0, pak se funkčńı hodnoty f(x)

,,bĺıž́ı“ k bodu A.

Připomeňme, že funkce f v bodě x0 nemuśı být v̊ubec definovaná, tj. hodnota

f(x0) neexistuje, a přesto v tomto budě může existovat limita. Výpočet limity

funkce jedné proměnné je poměrně snadný. K bodu x0 se totiž můžeme bĺıžit

pouze ze dvou stran, zleva resp. zprava, a to vždy po př́ımce. Poč́ıtáme tak limitu

zprava resp. limitu zleva funkce f . Rovnaj́ı-li se obě limity, pak ř́ıkáme, že limita

v bodě x0 existuje. Neńı-li tomu tak, pak limita funkce f v bodě x0 neexistuje.

Hledáme-li limitu funkce z = f(x, y), funkce dvou proměnných, limitńı bod

P ∈ R
2. K tomuto bodu se můžeme ,,bĺıžit“ mnoha zp̊usoby, např. po r̊uzných

př́ımkách, křivkách atd. Výpočet limity funkce dvou proměnných je mnohem

obt́ıžněǰśı, a proto si ukážeme jen některé d́ılč́ı postupy pro výpočet vlastńı limity

funkce dvou proměnných.

Nejdř́ıve si zavedeme pojem okoĺı bodu. K úplnému a přesnému zavedeńı

tohoto pojmu by bylo potřeba definovat některé d̊uležité objekty, kterými se

zabývá matematická discipĺına zvaná Topologie. Pro naše účely to však neńı

nutné. Vystač́ıme si s následuj́ıćım zjednodušeńım.
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Definice 4.3.1.

Necht’ P ∈ R
2 je bod.

Okoĺım bodu P budeme rozumět otevřený kruh O(P ) ⊂ R
2 se středem

v bodě P .

Otevřeným kruhem rozumı́me kruh bez hraničńı kružnice.

Prstencovým okoĺım (resp. neúplným okoĺım) bodu P rozumı́me okoĺı

O(P ), ze kterého vylouč́ıme bod P . Znač́ıme
◦

O(P ) = O(P )\{P}.
Deltovým okoĺım bodu P rozumı́me otevřený kruh Oδ(P ) ⊂ R

2, δ > 0, δ ∈
R, se středem v bodě P a poloměrem δ.

Prstencovým deltovým okoĺım bodu P rozumı́me okoĺı Oδ(P ), ze kterého

vylouč́ıme bod P . Znač́ıme
◦

Oδ(P ).

Deltové okoĺı bodu P si představ́ıme jako otevřený kruh se středem v bodě P

a poloměrem δ. Jinými slovy to znamená, že takovým okoĺım je množina bod̊u

Q, jejichž vzdálenost od P je menš́ı než δ,

Oδ(P ) = {Q ∈ R
2| 0 ≤ ||P,Q|| < δ}.

Připomeňme, že je-li P = [x1, y1], Q = [x2, y2], pak vzdálenost

||P,Q|| =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2.
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Obr. 4.3.1
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Poznámka

Rozd́ıl mezi okoĺım bodu P a deltovým okoĺım bodu P je jen v tom, že ve druhém

př́ıpadě explicitně specifikujeme poloměr takového okoĺı. Deltové okoĺı bodu P

je tedy okoĺı bodu P s poloměrem δ.

Limity muśıme poč́ıtáme v tzv. hromadných bodech. Je to proto, aby jsme

se k př́ıslušnému limitńımu bodu mohli ,,bĺıžit“ .

Definice 4.3.2.

Bud’ U ⊂ R
2. Bod X ∈ R

2 se nazývá hromadný bod množiny U , jestliže

každé jeho prstencové okoĺı
◦

O(X) má s množinou U neprázdný pr̊unik, tj.
◦

O(X) ∩ U 6= ∅.

Na Obr. 4.3.2 body X, Y jsou hromadnými body množiny U , bod Z neńı

hromadným bodem množiny U .

x

y

X

YZ

U

Obr. 4.3.2

Skutečně, každé prstencové okoĺı bodu X obsahuje nějaké body z množiny U ,

každé prstencové okoĺı bodu Y obsahuje nějaké body z množiny U . Na dru-

hou stranu existuje prstencové okoĺı bodu Z takové, že neobsahuje žádný bod

z množiny U .

Hledáme-li limitu funkce z = f(x, y) v nějakém bodě P ∈ R
2, pak bod P muśı

být hromadným bodem množiny Df . Pokud tomu tak nebude, nemáme se po čem

k bodu P ,,bĺıžit“ , a nemá tedy smysl takovou limitu poč́ıtat. Všimněme si ještě,
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že hromadný bod množiny v̊ubec nemuśı v dané množině ležet, tj. v̊ubec nemuśı

ležet v definičńım oboru funkce f . Např. budeme-li uvažovat otevřený kruh se

středem v bodě P , bez bodu P . Bod P je hromadným bodem otevřeného kruhu,

protože každé prstencové okoĺı
◦

O(P ) obsahuje body z otevřeného kruhu.
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Obr. 4.3.3

Definice 4.3.3.

Řekneme, že funkce z = f(x, y) má v hromadném bodě P = [x0, y0] limitu

a ∈ R, jestliže ∀ε > 0 existuje δ > 0 takové, že ∀X ∈
◦

Oδ(P ) plat́ı

|f(X) − a| < ε.

Voĺıme následuj́ıćı označeńı limity funkce,

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = a, resp. lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = a, resp. lim
X→P

f(X) = a.

Na Obr. 4.3.4 je zobrazena limita funkce jedné proměnné. Limita funkce f

v bodě x0 existuje, když existuj́ı stejné jednostranné limity, tj. bĺıž́ıme-li se k bodu

x0 zleva, bĺıž́ı se funkčńı hodnoty f(x) k č́ıslu b. Totéž plat́ı v př́ıpadě, že se k bodu

x0 bĺıž́ıme zprava, funkčńı hodnoty se bĺıž́ı opět k č́ıslu b.
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Obr. 4.3.4
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Stač́ı prozkoumat právě dvě možnosti, k limitńımu bodu x0 se můžeme bĺıžit bud’

zleva nebo zprava, a to vždy po př́ımce, ose x.

Pro funkci dvou proměnných je situace mnohem složitěǰśı. Možnost́ı, jak se

bĺıžit k limitńımu bodu je velmi mnoho, viz. Obr. 4.3.5.

y
x

z

Obr. 4.3.5

K počátku se můžeme bĺıžit např. po př́ımkách procházej́ıćıch počátkem, nebo

po spirále atd.

Nejčastěji se při výpočtu limit funkćı dvou proměnných budeme setkávat se

třemi př́ıpady. Výpočet provedeme dosazeńım limitńıho bodu, v podstatě takto

vypoč́ıtáme limitu jako funkčńı hodnotu v limitńım bodě. Nebo limitu poč́ıtáme

postupným upravováńım funkce. Třet́ı možnost́ı je d̊ukaz neexistence dané limity.
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Poznámka

Následuj́ıćı úlohy, a to předevš́ım úlohy k samostatnému řešeńı a úlohy obsažené

v kontrolńım testu, jsou určeny předevš́ım pro zájemce o tuto problematiku. Pod-

statné je, aby jste si uvědomili základńı rozd́ıl mezi limitou funkce jedné a limitou

funkce v́ıce proměnných.

Řešené úlohy

Př́ıklad 4.3.1. Vypoč́ıtejte

lim
[x,y]→[2,4]

x + 2y

2x + y
.

Řešeńı: Dosad́ıme limitńı bod, tedy

lim
[x,y]→[2,4]

x + 2y

2x + y
=

2 + 2 · 4
2 · 2 + 4

=
10

8
=

5

4
.

Př́ıklad 4.3.2. Vypoč́ıtejte

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x + y + 2

xy2 + y2 + x + 1
.

Řešeńı: Postupným upravováńım dostaneme

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x + y + 2

xy2 + y2 + x + 1
=,, 0

0
“ = lim

[x,y]→[−1,0]

x(y + 2) + (y + 2)

y2(x + 1) + (x + 1)

= lim
[x,y]→[−1,0]

(y + 2)(x + 1)

(x + 1)(y2 + 1)
= lim

[x,y]→[−1,0]

y + 2

y2 + 1
= 2.

Př́ıklad 4.3.3. Vypoč́ıtejte

lim
[x,y]→[0,0]

2xy

x2 + y2
.

Řešeńı: K bodu [0, 0] se budeme bĺıžit po př́ımkách, tj. cestu voĺıme po př́ım-

kách obsahuj́ıćıch bod [0, 0]. Takové př́ımky maj́ı rovnice y = kx, kde k ∈ R je

parametr. Bude-li řešeńı záviset na parametru k, limita neexistuje. Dosad́ıme a

dostáváme

lim
[x,y]→[0,0]

2xy

x2 + y2
⇒ lim

x→0

2kx2

x2 + k2x2
= lim

x→0

2k

1 + k2
=

2k

1 + k2
.
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Limita záviśı na parametru k. Pro r̊uzné hodnoty k dostáváme r̊uznou hodnotu

limity. Limita proto neexistuje. Pokud limita nebude záviset na parametru k,

pak o existenci limity nemůžeme nic ř́ıci. Nev́ıme, jestli existuje nebo neexistuje.

Důvod je ten, že př́ımky tvoř́ı pouze část možnost́ı, jak se k limitńımu bodu

můžeme bĺıžit.

Př́ıklad 4.3.4. Vypoč́ıtejte

lim
[x,y]→[1,2]

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17
.

Řešeńı: K vypoč́ıtáńı této limity použijeme následuj́ıćı větu o dvojnásobné

limitě.

Věta 4.3.1.

Jestliže existuj́ı limity

lim
x→x0

(

lim
y→y0

f(x, y)

)

= a1, lim
y→y0

(

lim
x→x0

f(x, y)

)

= a2, lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = a,

pak a = a1 = a2.

Prakticky postupujeme tak, že si vybereme jednu proměnnou, např. proměnnou

y, druhou pak považujeme za konstantu. Poč́ıtáme limitu funkce jedné proměnné,

funkce závisej́ıćı pouze na y. Dostaneme výraz, který již nebude obsahovat pro-

měnnou y, ale pouze x. Nyńı x budeme chápat jako proměnnou a vypoč́ıtáme

limitu z funkce jedné proměnné, funkce závisej́ıćı pouze na x, źıskáme hodnotu

a1,

a1 = lim
x→1

(

lim
y→2

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

)

= lim
x→1

4x2 − 4

x4 + 16 − 17

= lim
x→1

4(x2 − 1)

(x2 + 1)(x2 − 1)
= lim

x→1

4

(x2 + 1)
= 2.

Totéž uděláme pro obě proměnné v opačném pořad́ı a dostáváme hodnotu a2,

a2 = lim
y→2

(

lim
x→1

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

)

= lim
y→2

y2 − 4

(y2 + 4)(y2 − 4)
= lim

y→2

1

(y2 + 4)
=

1

8
.

Vid́ıme, že a1 6= a2, limita neexistuje. Pozor, jestliže a1 = a2, pak o existenci
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limity se opět nedá nic ř́ıci. Může, ale také nemuśı existovat.

Na závěr kapitoly si nadefinujeme spojitost funkce dvou proměnných.

Definice 4.3.4.

Řekneme, že funkce z = f(x, y) je spojitá v bodě [x0, y0] ∈ Df , jestliže plat́ı

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = f(x0, y0).

Funkce z = f(x, y) je spojitá, je-li spojitá v každém bodě svého definičńıho

oboru.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[−1,6]

2x + 3y − 1

x4 − y
.

2. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[π

4
, π

12
]
sin(x + y) · cos(x − y).

3. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[−1,4]

x3 + 1

y(x + 1)
.

4. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[0,0]

x(y + 1)

2x + 3y
.

5. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[1,4]

x2 − 1

y − 4
.

6. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[0,0]

x3 − y2

xy − y3
.

7. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[−1,−3]

y3 − x3 + 26

x + y + 4
.

8. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[− 1

2
,− 1

2
]

2x + 1

x + y + 1
.

9. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[0,0]

x2 + x

xy + y
.

10. Ukažte, že neexistuje limita lim
[x,y]→[0,0]

(x2 + y + 1)(x2 − y + 1) − 1

y
.

Výsledky úlohy k samostatnému řešeńı

1. -3.

2. 3
4
.
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3. lim[x,y]→[−1,4]
(x+1)(x2−x+1)

y(x+1)
= lim[x,y]→[−1,4]

x2−x+1
y

= 3
4
.

4. (y = kx), limx→0
x(kx+1)
x(2+3k)

= limx→0
kx+1
2+3k

= 1
2+3k

.

5. (y − 4 = k(x − 1)), limx→1
(x−1)(x+1)

k(x−1)
= limx→1

x+1
k

= 2
k
.

6. (y = kx), limx→0
x2(x−k2)
x2(k−k3x)

= limx→0
x−k2

k(1−k2x)
= −k.

7. limx→−1(limy→−3
y3−x3+26

x+y+4
) = limx→−1

−x3−1
x+1

= limx→−1
−(x+1)(x2−x+1)

x+1
=

limx→−1 −(x2 − x + 1) = −3, limy→−3(limx→−1
y3−x3+26

x+y+4
) = limy→−3

y3+27
y+3

=

limy→−3
(y+3)(y2−3y+9)

y+3
) = limy→−3 y2 − 3y + 9 = 27, −3 6= 27.

8. (y + 1
2

= k(x + 1
2
)), limx→− 1

2

2x+1
1

2
(2x+1)(k+1)

= 2
k+1

.

9. lim[x,y]→[0,0]
x(x+1)
y(x+1)

= lim[x,y]→[0,0]
x
y
, (y = kx), limx→0

x
kx

= 1
k
.

10. (y = kx2), limx→0
(x2+kx2+1)(x2−kx2+1)−1

kx2 = limx→0
x2(x2−k2x2+2)

kx2 =

limx→0
(x2−k2x2+2)

k
= 2

k
.

Kontrolńı test

1. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[π

6
, π

6
]
(tan y + 2 cot(x + y)).

a) 3
√

3 b)
√

3 a)
√

3
3

d) neexistuje

2. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[0,0]

x3 − y

x + 1
.

a) 0 b) neexistuje c) 1 d) 2

3. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[1,2]

x + y3

y − x3
.

a) 0 b) 9 c) neexistuje d) − 9
7

4. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[−1,1]

x2 + 2xy + y2

x + y
.

a) 2 b) neexistuje c) 0 d) 1

5. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[0,0]

x + y3

y − x3
.

a) − 9
7

b) 0 c) 9 d) neexistuje
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6. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[4,2]

2x − 8

y − 2
.

a) neexistuje b) − 2 c) 0 d) − 1

7. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[0,0]

x(y − 1)

y
.

a) − 1 b) 0 c) neexistuje d) 2

8. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[2,−3]

(x − 2)(y + 1)

x + y + 1
.

a) neexistuje b) − 2 c) 0 d) 1
2

9. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[5,8]

5y − 8x

x − 5
.

a) 5 b) 8 c) 13 d) neexistuje

10. Vypočtěte limitu lim
[x,y]→[0,0]

x2

y
.

a) 3 b) 1 c) neexistuje d) 0

Výsledky testu

1. b), 2. a), 3. b), 4. c), 5. d) (y = 1
k
), 6. a) (y = 2

k
), 7. c) (y = −1

k
), 8. a)

(y = −2
k+1

), 9. d) (y = 5k − 8), 10. c) (voĺıme y = kx2, dostáváme y = 1
k
).

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Co je to funkce v́ıce proměnných?

Otázka 2. Uved’te př́ıklad funkce dvou proměnných, funkce tř́ı proměnných.

Otázka 3. Jak hledáme graf funkce dvou proměnných?

Otázka 4. K čemu se použ́ıvá vrstevnice?

Otázka 5. Co rozumı́me okoĺım bodu?

Otázka 6. Srovnejte definice limity funkce jedné proměnné a limity funkce dvou

proměnných.

Otázka 7. Co je to hromadný bod množiny?
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Otázka 8. Proč hledáme limity v hromadných bodech?

Otázka 9. S jakými obt́ıžemi se setkáváme při hledáńı limit funkćı dvou proměn-

ných?

Otázka 10. Kdy je funkce dvou proměnných spojitá.

Shrnut́ı lekce

V prvńı části kapitoly jsme se seznámili s problematikou funkćı v́ıce proměn-

ných. Naučili jsme se hledat definičńı obor, pracovali jsme předevš́ım s funkcemi

dvou proměnných. Pro funkce tř́ı a v́ıce proměnných hledáme definičńı obor ana-

logicky, tj. snaž́ıme se naj́ıt omezuj́ıćı podmı́nky a specifikovat na základě těchto

podmı́nek množinu bod̊u, ve kterých je taková funkce definovaná, ve kterých má

smysl.

Ukázali jsme si zp̊usob jak hledat grafy funkćı dvou proměnných. Grafy funkćı

tř́ı a v́ıce proměnných se již ovšem nedaj́ı graficky znázornit v trojrozměrném

prostoru.

Zjistili jsme, že limita funkce dvou proměnných je př́ımým zobecněńım limity

funkce jedné proměnné. Diskutovali jsme některé problémy, které nás čekaj́ı při

konkrétńım hledáńı limit. Zavedli jsme si pojem spojité funkce dvou proměnných.
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