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4.2. Graf funkce vice proménnych

V této kapitole se soustifedime na funkce dvou proménnych. Pouze v tomto
pripadé jsme schopni graf funkci dvou proménnych zobrazit. Pro funkce tif a vice

proménnych ztraci grafické vyjadreni smysl.

Vyklad

Definice 4.2.1.

Grafem funkce dvou proménnych z = f(x,y) budeme rozumét mnozinu

Gy ={lz,y, f(z,y)] | [x,y] € Dy}.

Poznamka
1. Mnozina Gy, tj. graf funkce dvou proménnych, je podmnozinou v R®. Nejcastéji
se budeme setkdvat s funkcemi, jejichZ graf tvori v R® plochu.
2. Zobrazeni grafu funkce dvou promeénnich je pomérné obtizné. Cely proces si
muzeme do jisté miry zjednodusit tim, Ze zkonstruujeme rezy prislusné plochy
rovinami rovnobéznymi se souradnicovymi rovinami. Pro zobrazeni grafu funkce
dvou promeénngyjch se pouzZivd predevsim vypocetni technika.

Na konkrétnim ptikladu si ukdzeme zptusob jak najit graf funkce dvou promén-

nych. Jesté predtim si zavedeme dulezity pojem, tzv. vrstevnici.

Definice 4.2.2.
Rezy grafu funkce dvou proménnych rovinou rovnobéznou se souiadnicovou
rovinou xy (pudorysnou) se nazyvaji vrstevnice. Vrstevnicovym grafem

budeme rozumét pruméty vrstevnic do roviny xy.

Vrstevnice jsou kiivky na grafu funkce dvou proménnych se stejnou funkéni
hodnotou. S vrstevnici jste se jiz urcité setkali. Staci se podivat na mapu, na které

je zobrazena i nadmorska vyska (geologické, geografické mapy, apod.). Vrstevnice
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je krivka, kterd reprezentuje mnozinu bodu se stejnou nadmorskou vyskou.

Resené dlohy
Piiklad 4.2.1. Urcete definiéni obor a naleznéte graf funkce

z2=1+/16 — 22 — 92

Reseni: Nejdiive uré¢ime omezujici podminku na defini¢ni obor. Druha od-

mocnina je schopna pusobit pouze na nezaporna cisla. Tedy,
16—952—y2 >0 = —:CQ—yQE —-16 = x2+y2 < 42

Definiénim oborem je kruh se sttedem v pocatku a polomérem 4.
Nalezneme vrstevnice grafu. Budeme hledat rezy grafu funkce s rovinami rov-
nobéznymi se souradnicovou rovinou zy (s pudorysnou), resp. pruméty téchto

fezu do pudorysny.

Poznamka

V' ndsledujicim textu budeme casto ztotoZnovat vrstevnici s jejim kolmym
prumétem do Toviny Y.

Klademe 2z = k, k je néjaka konstanta, néjaké realné c¢islo. Napt. pro hodnotu
k = 0 dostdavame rovnici z = 0, coz je rovnice roviny zy. Pro hodnotu £ = 1
dostavame rovnici z = 1, coz je rovnice roviny, kterd je rovnobézna s rovinou xy,
a jejiz vzdéalenost od roviny xy je rovna 1, atd.

Proz=Fk, k>0 A k <4 dostavame

k=+16—22—y2 = kK =16—2>—¢y> = 22+4°=16-k%
Pro¢ volime k > 07 Cislo k dosazujeme za z a z = 1/16 — 22 — 2, druhd odmoc-
nina z nezaporného ¢isla bude vzdycky ¢islo nezaporné, hodnota z je nezaporna
a tedy i cislo & musi byt nezaporné. Navic k < 4, protoze k muze nabyvat
pouze hodnot z intervalu (0,4). Pro k > 4 bude rozdil na pravé strané rovnice

22 +1y? = 16 — k? zdporny, kruZnice se zdpornym polomérem nem4, smysl.

i
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Vrstevnicemi budou kruznice se stfedem v pocatku a s poloméry /16 — k2,
k € (0,4). Pro k = 4 dostaneme tzv. degenerovanou kruznici s polomérem 0, tj.

bod. V tomto piipadé se jednd o pocatek, bod o souradnicich [0, 0].

k=1
Y
k=3
k=39
X
Obr. 4.2.1

Navic budeme jesté hledat fezy grafu funkce rovinami rovnobéznymi se zbyva-
jicimi soutadnicovymi rovinami. Polozme napi. x = k. Hledame fezy grafu funkce
rovinami rovnobéznymi se soutfadnicovou rovinou yz, tzv. narysnou. Souradnice

x lezi v intervalu (0,4), proto konstanta k € (0,4),

2=16—k2—y2 = 2Z=16—-k*—y* = ¢ +2=16—k%
Protoze z > 0, posledni rovnice predstavuje pulkruznice se stiedy v pocatku a
polomeéry /16 — k2, pro hodnotu k = 4 se jedna o bod [0, 0].

Zvolime-li y = k, pak hledame tezy grafu funkce rovinami rovnobéznymi se
soufadnicovou rovinou zz, tzv. bokorysnou. Dostavame analogickou posloup-
nost rovnic jako v predchazejicim pripadé,

z=V16—22—k* = F=16-2"-k = 2"+2°=16—1Fk"

Rezy jsou pulkruznice se stiedem v poédtku a polomérem /16 — k2.
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k=1
< <
k=3
k=39
k=4
Y X
Obr. 4.2.2

Nyni jiz mame dostatek informaci pro celkovou predstavu o grafu této funkce.

Grafem je polovina kulové plochy se sttedem v pocatku a polomérem 4.

Obr. 4.2.3

Priiklad 4.2.2. Urcete definicni obor a graf funkce z = xy.
Reseni: Definiénim oborem je celd mnozina R2. Podivejme se nyni postupné
na jednotlivé fezy.
1. Prok e R, z =k,
k
k=xy = y=-—.
x

Vrstevnicemi jsou pro k # 0 rovnoosé hyperboly a pro £ = 0 je vrstevnice tvorena

soutfadnicovymi osami, osou i osou y.
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Obr. 4.2.4

2.ProkeR, z=k,
z = ky.

Rezy jsou pifmky prochézejici pocatkem.

3.Prok eR, y=k,
z = kux.
Rezy jsou pifmky prochazejici pocéatkem.

< <

Obr. 4.2.5
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Jedna se o sedlovou plochu. Jeji grafické zndzornéni je pomérné obtizné,
nicméné presto nam fezy poskytnou zakladni informaci o grafu zadané funkce.

Graf zadané funkce je na Obr. 4.2.6

Obr. 4.2.6

Priklad 4.2.3. Urcete defini¢ni obor a graf funkce z = /22 + y2.

Reseni: Definiénim oborem je celd mnozina R2. Soucet v odmocniné bude
nezaporny bez ohledu na to, co dosadime za x resp. y. Hledame tezy.
1.Prok >0, z =k,
k=vV22+y? = =12+

Vrstevnicemi jsou kruznice se stfedem v pocatku a poloméry k.

Y
k=0
k=2
k=3
k=4
x
Obr. 4.2.7
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2.ProkeR, z=k,
z:\/ﬁy2 = 2=+ = P +272=k = —y—+z—:1.
Pro pevné zvolené k je fezem jedno rameno rovnoosé hyperboly. VSimnéme si,
ze pro k pripoustime i hodnotu 0. OvSem v posledni rovnici bychom pak délili
nulou, coz je nepripustné. Posledni implikace pro & = 0 neplati. V tomto piipadé

je fezem dvojice polopiimek prochézejicich pocatkem [0, 0], tedy

2=y = |zl=y = z=4v.

3.ProkeR, y=k,

x? 22

=V + k2 = =2+ k = 2P+ =k = _ﬁ+ﬁ:1‘

Pro tezy plati totéz, co jiz bylo feceno v bodé 2.

2z 2
\\\\\\\\_::::::;;;>/k_() \\\\\\\\__,///////
k=2
k=3
k=4
Y 7
Obr. 4.2.8

Grafem funkce je jednodilnd kuzelova plocha.

<

Obr. 4.2.9
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Ulohy k samostatnému feSeni

1. Urcete definiéni obor a naleznéte ez grafu funkce z = 22 +2x +1y? — 4y +5
rovinou z = 1.

2. Urcete defini¢n{ obor a naleznéte fezy grafu funkce z = 2 — \/y soutad-
nicovymi rovinami.

3. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 2% + 3> — 4.

4. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 2x 4 3y — 4.

5. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = |/zy.

2
. Urcete definicni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = —-.
Y

=2

. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = /9 — 22 — 932.

5%

7

8. Urcete definiéni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = Iny? — In .
9 —_.
I’2 + y2 + 1

. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z =

2
10. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = —g + 1.
x

Vysledky ulohy k samostatnému veseni
1. D, = R?, Obr. 4.2.10.

2. D, = {[z,y] € R?|y >0}, Obr. 4.2.11, Obr. 4.2.12, Obr. 4.2.13.

Y <
G
|
|
-1 X . =—\/J Yy
Obr. 4.2.10 Obr. 4.2.11
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< Yy
y=a°
z=x3
X X
Obr. 4.2.12 Obr. 4.2.13

3. D. = R? k > —4. Vrstevnice: [0,0], 22 +y*> = 4 + k, Obr. 4.2.14.
4. D, = R? k € R. Vrstevnice: y = —%m + #, Obr. 4.2.15.

k=—4 Y %Y
k=-3

LY
\_/ xk:_2 N2 3z

k=-4 _
k=—6 =7 \

Obr. 4.2.14 Obr. 4.2.15
5.D. = {[z,y] € R*|zy > 0}, k > 0. Vrstevnice: jedna z vrstevnic je tvorena

wlpb ol co

obéma soutadnicovymi osami (y = 0, z = 0) pro k = 0, ostatni vrstevnice maji
rovnici y = £ pro k > 0, Obr. 4.2.16.

6. D, = {[z,y] € R*|y # 0}, k > 0. Vrstevnice: z =0 pro k =0, y = j:\/%x
pro k > 0. Ze vSech vrstevnic vynechavame bod [0, 0], protoze nelezi v definiénim

oboru zadané funkce, Obr. 4.2.17.

TR R
o
WMo~ O
B

ST

Obr. 4.2.16 Obr. 4.2.17
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7. D, = {[x,y] € R*|2* + 9y* < 9}, k € (0,3). Vrstevnice: bod [0,0] pro
k=3, elipsy 2% + 9y* =9 — k? pro k € (0,3), Obr. 4.2.18.

8. D, ={[r,y] e R?|z >0 Ay #0}, k € R. Vrstevnice: paraboly z = e ¥y,
Obr. 4.2.19.

Obr. 4.2.18 Obr. 4.2.19

9.D,=R%* ke (—g, g> Vrstevnice: x = 0 pro k = 0, kruznice (x—2—5k)2+y2 =
7z — Lprok #0,bod [1,0] pro k = 3, [~1,0] pro k = —3, Obr. 4.2.20.
10. D, = {[z,y] € R* |z # 0}, k € R. Vrstevnice: y = 0 pro k = 1, paraboly
k=12

y = “5-x° pro k # 1. Poznamenejme, Ze ze vsech vrstevnic vynechdvame bod

[0, 0], protoze nelezi v definicnim oboru zadané funkce, Obr. 4.2.21.

Y

t
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Obr. 4.2.21
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Kontrolni test

1. Naleznéte fez grafu funkce z = /2% 4+ y2 — 9 rovinou z = 3.

a) b)
2 2
1h--
-1
: 1 Y -3 3 Yy
11
Obr. 4.2.22 Obr. 4.2.23
c) d)
2 2
1 A
1 1 Y —1 1 Yy
Obr. 4.2.24 Obr. 4.2.25

2. Naleznéte fez grafu funkce dvou proménnych z = |z| — 1 rovinou z = 0.

a) b)
Y Y
1 x -1 1 x
Obr. 4.2.26 Obr. 4.2.27
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c) d)
Y Y
-1 1 T 1 7
Obr. 4.2.28 Obr. 4.2.29
3. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 22 + 412,
a) b)
Yy Y
k>0 //////’— k>0
Obr. 4.2.30 Obr. 4.2.31
c) d)
Y Y
k20 4/ k>0

Obr. 4.2.32 Obr. 4.2.33
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4. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = arccos(z — y).

a) b)
Y

R\

\x
7 \

ke(0,m)

Z

Obr. 4.2.34 Obr. 4.2.35
c) d)
Y Y

ke(0,m) ke (0.1
1
-1
x 1 X
~1

Obr. 4.2.36 Obr. 4.2.37
5. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = \/2x — y? + 1.
a) b)

Y

- 77\
N\

Obr. 4.2.38 Obr. 4.2.39
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d)
Y

-y |
NN\ 7/

k=0

Obr. 4.2.40 ) Obr. 4.2.41
6. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 2_3/2
i +y
a) b)
Yy Y

I

Obr. 4.2.42 Obr. 4.2.43
d)

%xm

Y

Obr. 4.2.45
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7. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 232
a) b)

k<0 k>0 \(O

NN
<

)
N
/

Obr. 4.2.46 Obr. 4.2.47
c) d)
Y Y
/ - /J @
Obr. 4.2.48 Obr. 4.2.49
8. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = ev.
a) b)

Obr. 4.2.50 Obr. 4.2.51

* X x
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Y k>0

_________________________

Obr. 4.2.52

Obr.

4.2.53

9. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = (2% —y + 1)%

b)

1\

7

=

k>0 \

)

Obr. 4.2.54 Obr. 4.2.55
d)
k=0 Y
/// |
Obr. 4.2.56 Obr. 4.2.57
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3

10. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = ‘ y_ ‘
a) b)
Y
y\/ /_<
I~ :
Obr. 4.2.58 Obr. 4.2.59
c) d)
Y Y
x x
Obr. 4.2.60 Obr. 4.2.61

Vysledky testu
1.¢),2.b),3.a),4.d),5.a),6.a),7.d),8. b),9.c), 10. c).
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