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Funkce vice proménnych

Funkce vice proménnych se v matematice zacaly pouzivat v rdmci rozvoje
analytické geometrie v prostoru s pocatkem 18. stol.

I vy sami jste se jiz urcité s funkcemi vice proménnych setkali. Jiz na stfedni
skole se fesi uloha, jak vypocitat objem a povrch zakladnich geometrickych téles,
napi. krychle, koule, kvadru, atd. Polozme si jednoduchou otazku. Jak se vypocita
objem kvadru? Odpovéd na tuto otdzku je dobie zndma. Pro objem kvadru

o hranach a > 0, b > 0, ¢ > 0 plati vztah
V=a-b-c

Zaroven jsme si uvedli prvni piiklad funkce vice proménnych, konkrétné v tomto
pripadé funkce tif proménnych. Skuteéné, na V' muzeme nahlizet jako na funkci
ti{ proménnych a, b a ¢. Za a, b a ¢ dosazujeme konkrétni kladna realna ¢isla,
kterd mezi sebou nasobime. Vysledkem je opét cislo kladné realné, které ma
vyznam objemu piislusného kvadru. Pro zapis této skutecnosti budeme pouzivat

analogické schéma jako pro funkci jedné proménné (f :R DO A - R, A> z +—

fx) =y €R), tj.
V:R" xRt x Rt — R,
resp.
VR xR" xR" 3 [a,b,c] — V(a,b,c) =a-b-ceR.

Kazdé trojici kladnych realnych ¢isel se pritadi jejich soucin, coz je opét kladné
realné c¢islo. Dalsich podobnych funkci by se dala najit cela fada. Zkuste sami

vymyslet néjaky dalsi piiklad funkce vice proménnych.
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4. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

Pruvodce studiem

V rdmci této kapitoly se seznamime s funkcemi vice proménnych, predevsim
se bude jednat o funkce dvou proménnych, které budeme chapat jako ptirozené
zobecnéni pojmu funkce jedné proménné. Ukazeme si, ze ackoliv se nékteré poj-
my pro funkce vice proménnych definuji analogicky jako v pripadé funkei jedné
proménné, tak jejich aplikace na konkrétni ptriklady je pomérné obtizna. Toto se

tyka predevsim limit a spojitosti funkce vice proménnych.

Cile

Funkce vice proménnych, funkce dvou proménnych, funkce ti{ proménnych,

defini¢ni obor, graf, vrstevnice, limita, spojitost.
Ptedpokladané znalosti
Funkce jedné proménné, jeji definiéni obor, funkéni predpis, graf. Limita a

spojitost funkce jedné proménné, kuzelosecky, soustavy rovnic.

4.1. Definice funkce vice proménnych

Vyklad

0=

Definice 4.1.1.
Necht M C R", M # (). Funkci vice proménnych budeme rozumét kazdé
zobrazeni f : M — R. Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f a

znacime Dy.

Mnozina R" je tvofena usporddanymi n-ticemi realnych cisel. Jedna se o zkra-
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Matematika Il 4.1. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

ceny zapis kartézského soucinu n mnozin realnych ¢isel, tj. R*=R xR x...xR.
—_———

n

Poznamka

Pripomenme, Ze kartézskym soucéinem mnozin A a B rozumime mnoZinu
Ax B={[a,b]|a € ANDbe B}.
Napr. je-li A ={1,2,3}, B={m,n}, pak

A x B ={[1,m],[1,n],[2,m][2,n],[3,m],[3,n]}.

Prvky mnoziny R", usporadané n-tice, znac¢ime X = [x1, 2o, ..., z,], x; € R™,
1 < i < n. Funkce vice proménnych je tedy zobrazeni, které kazdému bodu
X = [x1,29, ..., x,] € Dy piifadi jediné redlné ¢islo y € R. Pouzivame zépis
y = f(x1,29,...,2,) nebo zkracené y = f(X). Cislu y ifkdme funkéni hodnota

v bodé X.

Poznamka

1. V souladu s terminologii, kterou pouzZivime u funkce jedné promeénné,
X1,To...,T, budeme nazyvat nezdvislé proménné, argumenty funkce f, y
bude zawvislda proménnad.

2. Pro funkci dvou proménngch volime misto y = f(x1,xs) oznacend
z=f(z,y).

3. Pro funkci tii proménnygch volime misto y = f(x1, 29, x3) oznacent
u= f(z,y,2).

4. Neni-li zaddn definicni obor, pak se jim rozumi maximalni ,,pripustnd “
podmnozina v R™, tj. mnoZina bodu, ve kterych md dand funkce smysl, ve kterych
existuje funkcni hodnotu.

5. Kromé oznaceni Dy pro definicni obor funkce se také pouziva D(f), Dom f.
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Matematika Il 4.1. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

Resené dlohy
Priklad 4.1.1. Urcete a graficky znazornéte definiéni obor funkce

In(z + 1)
/4 — 72 — yz'

Reseni: Sestavime jednotlivé omezujici podminky, které ndm vymezi hleda-

nou podmnozinu v R?.

1. Logaritmus je schopen pusobit pouze na kladna realna cisla, tedy
r+1>0 = z>-1

2. Neumime délit nulou. Proto ve zlomku musi byt jmenovatel ruzny od nuly, coz

nam dava podminku

Vad—a2 =240 = 4—22—y*#40 = 224944

3. Odmocnina je schopna pusobit pouze na realna ¢isla nezaporn4,
-2 —y* >0 = 2*+9°<4

Vsechny tii podminky musi platit soucasné, kazdé z nich vymezuje podmnozinu
v R2. Definiénim oborem bude prinik jednotlivych podmnozin, Obr. 4.1.1.
Podminka 1. ur¢uje mnozinu uspoiddanych dvojic redlnych éisel [z,y] € R?
pro které plati x > —1. Jednd se o polorovinu s hrani¢ni piimkou z = —1, ta ale
do této mnoziny nepatii. Proto ji v grafickém vyjadieni vyznacime carkovaneé.
Podminka 2. uréuje mnozinu bodu [z,y] € R?, pro které plati x? + y* # 4.
Jedna se o vSechny body roviny, které nelezi na kruznici se sttedem v pocatku
a s polomérem 2. Tuto skutecnost vyznacime tak, ze do grafického vyjadreni
nakreslime carkované kruznici se stfedem v pocatku a polomérem 2. Bude to
znamenat, ze body, které lezi na této kruznici, do definicniho oboru nepatii.
Podminka 3. uréuje mnozinu bodu [z,y] € R?, pro které plati x? + y* < 4.

Jedna se o kruh se stredem v pocatku a polomérem 2.
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Matematika Il 4.1. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

Obr. 4.1.1

Priklad 4.1.2. Urcete a graficky znazornéte definiéni obor funkce

z = y/ysinzx.

Reseni: Zformulujeme omezujici podminku na definiéni obor, ysinz > 0.
Tato nerovnice je splnéna, kdyz oba ¢initelé jsou bud soucasné nezdporni, nebo
soucasné nekladni,

ysinex >0 = (y>0Asinz>0)V (y<0 A sinx <0).
Zbyvé diskutovat podminku sinz > 0 resp. sinz < 0. Resenim prvni nerovnice

je sjednoceni intervalu

T € U (0 + k27, 7 + k27), kde Z je mnozina celych ¢fsel.
keZ
Pro hodnoty x z téchto intervalu je funkce sin x nezapornd, ¢ervena ¢ast sinusoidy;,

Obr. 4.1.2.

—4n  -3W —2m —n\/LP) T 21 3

Obr. 4.1.2
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Resenim druhé nerovnice je sjednoceni intervalu

x € U<—7T + k27,0 + k2m).

keZ

Pro hodnoty x z téchto intervalu je funkce sin z nekladna, modra ¢ast sinusoidy,

Obr. 4.1.3.

Yy
1
. N N .
—37v2n —n\/lT[O n\/271: 87%\/2175
Obr. 4.1.3

Grafické vyjadreni definicniho oboru zadané funkce je na Obr. 4.1.4.

Y

Obr. 4.14
Vezmeme-li napt. = € (0, ), hodnota funkce sinz > 0 a souc¢asné musi byt y > 0.
Piiklad 4.1.3. Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce
z = arcsin(x + y).
Reseni: Funkce arkus sinus je schopna pusobit pouze na redlnd éisla z in-
tervalu (—1,1). Musime zafidit, ze argument funkce arkus sinus bude nabyvat
jen hodnot z intervalu (—1, 1). Dostdvame omezujici podminku na definiéni obor

ve tvaru —1 < x +y < 1. Jedna se o systém dvou nerovnic,
-1<z+y AN x+y<l
Resenim pak bude

—1—-z<y AN y<Il-—u

*****
T - 216 -
- **
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Definiénim oborem je prunik dvou poloprostoru s hrani¢nimi primkami y = —1—x
ay = 1 —x. Nejdrive zakreslime hrani¢ni ptimky a pak vyznacime vlastni prunik

poloprostoru, viz. Obr. 4.1.5.

y
1
%1

y=1l-x

Obr. 4.1.5
Piiklad 4.1.4. Urcete a graficky znazornéte definicni obor funkce tii
proménnych
u = arcsin x + arcsin y + arcsin z.
Reseni: Funkce arkus sinus je schopna piisobit jen na ¢isla z intervalu (—1, 1),
-1 <z<T AN -1<y<1 AN -1<2z<Z 1.

Defini¢éni obor: D, = {[z,y,2] € R3¥||z]| < 1 A |y| <1 A |z] < 1}, jednd se o
krychli se stredem v pocatku a délkou hrany 2.

<

Obr. 4.1.6
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Ulohy k samostatnému feSeni

TH+y—>5
r—y+8
Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /16 — 22 — 442

. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /92 — 1.

1. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obor funkce z =

Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =Inz +Iny — in(l —z — y).

Urcete a nacrtnéte definicni obor funkce z = In(y(x + 2)).
1

arcsin x - arccosy

. Uréete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = (1 — 2% — yz)_% arccos 2.

. Urcete a nacrtnéte defini¢éni obor funkce z =

Uréete a naértnéte definiéni obor funkce z = arccos(z — y* + 1).

© ® N @ oA w N

Urcete a nacrtnéte defini¢ni obor funkce z = /cos(2x — y).

10. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = tg (arcsin(z + y)).

Vysledky tlohy k samostatnému FeSeni

1. Omezujici podminka: z —y + 8 # 0. Defini¢ni obor: D, = {[z,y] € R? |y #
x + 8}, Obr. 4.1.7.

2. Omezujici podminka: 16 — 22 — 4y* > 0. Defini¢n{ obor: D, = {[z,y| €
R? | 2% + 4y* < 16}, Obr. 4.1.8.

Yy  y=a+8 Y
/8,/,/ 2
—8//, /\
/,’ x —4\/4 x
-2
Obr. 4.1.7 Obr. 4.1.8
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3. Omezujici podminka: y*—1 > 0. Defini¢n{ obor: D, = {[z,y] € R? |y* > 1},
Obr. 4.1.9

4. Omezujici podminky: z > 0 Ay > 0 A 1 —x —y > 0. Definiéni obor:
D.={[z,y eR*|z>0Ay>0Ay<1—ux} Obr. 41.10.

Y . Yy
Y= 1—95\\
1 1,
| ‘\
x TR x
-1 \\
Obr. 4.1.9 Obr. 4.1.10

5. Omezujici podminky: y(x + 2) > 0. Defini¢n{ obor: D, = {[z,y] € R?| (y >
ONz+2>0)V (y<0Az+2<0)}, Obr. 4.1.11.

6. Omezujici podminky: arcsinz #0 A —1 < x <1 A arccosy # 0 A —1 <
y < 1. Defini¢ni obor: D, = {[z,y] e R?* |z #0 A -1 <x <1 A -1<y<1},
Obr. 4.1.12.

Obr. 4.1.11 Obr. 4.1.12
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7. Omezujici podminky: 1 — 22 —y> >0 A /T —22 =2 A0 A -1 <22 < 1.
Definiénf obor: D, = {[z,y] € R*|2? +y> <1 A —5 <z < 5}, Obr. 4.1.13.

8. Omezujici podminka: —1 < 2 — y* + 1 < 1. Definién{ obor: D, = {[z,y] €
R?*|y* <z +2 A x <y?}, Obr. 4.1.14.

(I’ Y - J) Y
/// \\ yZ :x+2 /

// \\\
'l \‘ yz =
! ]

- L1 x -2 v

\ 1

\ ’

\ ’

Obr. 4.1.13 Obr. 4.1.14

9. Omezujici podminka: cos(2z — y) > 0. Definiéni obor: D, = {[z,y] €
R? |2z — y € Upez(—% + 2km, £ + 2km)}, Obr. 4.1.15.

10. Omezujici podminky: arcsin(z +y) # 5§ +kr A =1 <z +y <1,k c Z
Defini¢ni obor: D, = {[z,y] € R*| — 1 <z +y < 1}, Obr. 4.1.16.

y:2x+k2n+g Y Yy
// // D oy=l-w
y:_l_x\\ \\\
Y = 2x+k2m—5
Obr. 4.1.15 Obr. 4.1.16
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Kontrolni test

1. Urcete a nacrtnéte definicni obor funkce z = y/In(z + y).
a)D. ={[z,y] eR?[y>1-2} DD, ={[x,y] eR*|y <1z}

R Y Y
< 1 y=1-x
y=1-=x 1f¢
\‘ \1
1 X X
Obr. 4.1.17 Obr. 4.1.18

o)D: ={lz,y] eR?*|y 21—z} d)D. = {[z,y] eR?*|y <1z}

Y . y
1 S oy=lw
y: - N
1 'y
\ !
1 x S x
Obr. 4.1.19 Obr. 4.1.20

2. Urcete a nacrtnéte definicni obor funkce z = In(zy — 3).

a)D, = {[r,y] € R? | zy > 3}

b)D, = {[z,y] € R?*|zy < -3}

yh Y
\
\
\
_3 |\ 3
M Y=
T % x
\\
\
A\
\
\
\
\
Obr. 4.1.21 Obr. 4.1.22
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o)D. = {[z,y] € R?|ay < -3} D, = {[z,y] € R*|xy > 3}

1"y Y

I

/

/

/ 3 _3

// y :_y y 3
- /,,_— X X
//
/
/
/
1
I
)
Obr. 4.1.23 Obr. 4.1.24
2 2 17
3. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = arcsin %
a) D, ={[r,y] eR? |22 +4>=9 b) D, ={[r,y] e R*|2*>+y*>9
Va? 4y <25} ANz?+y? < 25}
Y

Y -
/” ~\\
// \
- \
I/ /’— ~\\ \
! ’ N \
I 1 \ \
1 I \ |
5| =3 3 |54 N 3154
\ \ 4 1
\ \\ // /
\ T 7
N\ 7/
N 7
~ e
NN NN

Obr. 4.1.25 Obr. 4.1.26

¢) D, ={[z,y] eR*|2*+y*>9 d) D, ={[z,y] € R*|2? +y* <9}
ANz? +y? <25}

A

LD
QL Y

Obr. 4.1.27 Obr. 4.1.28
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4. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =

1

V242 —9

a)D. = {[z,y] € R*[2? +4* #9} b)D. = {[z,y] € R?[2 +y* > 9}

Yy
/// \\\
VA \
] \
—3l\ 1'8 X
\ 7
Obr. 4.1.29

Obr. 4.1.30

c)D, = {[z,y] €eR?|22+¢y*> <9} d)D, = {[z,y] € R*| 2%+ > 9}

Y

A
H—

Obr. 4.1.31

Y

{1

Obr. 4.1.32

2 2
5. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = arccos (% + 2% — 1) )

a)D, = {[z,y] € R? | 2% + 9y* > 9}

b)D, = {[z,y] € R*|2? + 9y* < 9}

S
T

Obr. 4.1.33

*

* Xk
* *
*

* *

* 5k

X
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c)D, = {[z,y] € R*| 22 +¢y* < 1}
1y

Obr. 4.1.35

6. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =

d)D; = {[x,y] € R?|2® + 9y* # 9}

Y
/‘— —————— 1 _____ ~§\\
N AN
\\ ,/ x
Obr. 4.1.36
1

2 +sin(z? +y>—9)

a)D. = {lz.y] € B2|a? +¢? #9} b)D., = {fa,y] € Rz £0 A y # 0}

Y 1y
|
I
|
e N NN \\ :
I/ \ :
I NN A BT .S NN
~3l\ 1'3 X : v
\\ // :
NONVANNRY !
|
|
:
Obr. 4.1.37 Obr. 4.1.38
c)D, = {[z,y] € R*|2* + ¢y* > 9} d)D, = R?
Y Y
_3\/8 x '
Obr. 4.1.39 Obr. 4.1.40
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7. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /1 — 22 4+ y + /1 — 22 — y.

a) D, ={[z,y) e R*|y > 2* -1
Ny < —z?+1}

y =1

Y =—x%+1

Obr. 4.1.41

c) D, ={[z,y] e R?|y < —a?+1
ANy > —x?—1}

Yy

y=-a’+1

b) D, ={[z,y] e R?|y <2?+1
ANy > —x* —1}

Y

N

AN
R

y=-a>-1

Obr. 4.1.43

W

Obr. 4.1.42

d) D, ={[z,y] e R?|y < 2? +1
Ny > 2% —1}

Y

\\/

x
y =ax’+1

y=x*-1

Obr. 4.1.44
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.2
8. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = y3 * .
e =Yy
a) D, = {[z,y] € R?| b) D. = {[z,y] € R?|
(y>a22 Ay <a?) y>ax? Ay <z}

V(y<z? Ay>ad)}

\ y I
\\ ‘ ’II
v Y= r2 "I/
AY ’I
\ 5
\ /
\\ "
N 4
//\ - x X
I/
1 7
1 1
1 1
] . ! .
’I y = xs 'l y — x%
1 1
Obr. 4.1.45 Obr. 4.1.46
c¢) D. = {[z,y] € R?| d) D. = {[z,y] € R?|
y>a? vy <) (y=>a? Ay <a®)}
Vy <a® Ay>a®)}
y=a
pr- X x
y=a" i
/ 1
1 1
I 1
1 ! .
II II Y =’
I 1
Obr. 4.1.47 Obr. 4.1.48
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9. Urcete a nacrtnéte definiénf obor funkce z = /sin(y — 22).

a) D, = {[z,y] eR*|y —a? €
Upez (0 + 2km, 7 + 2k7)}

b) D, = {[z,y] e R*|y —2* €
Urez (0 + 2km, 7 + 2k7) }

\
\ \ \ Y ro
\ \ AN /
\ \ NN
LR ANy /
\ [T y l
\ \ \ / / /
\ \ /
\ \ \ \ Ve 7 AN
\ \ \_,/ / r oy
NN\ \ y N\
DN \ » 1oy
WY \ > AN
DN \ Y NN
NN N > NS
\ 7
\ /
A \ A
\ N y /
\ N , y
\ \\_’/ y
\ 7
A 7
N /
N ” 9
AN
Solbs” Yy =attkn

Obr. 4.1.49

c) D, ={[z,y] e R*|y —a? €
Ukez (0 + 2km, 7 + 2km) }

// A\

7
N _,/ y=x2+k7't

Obr. 4.1.50

d) D, = {[z,y] e R* |y —a® €
Upez (0 + 2km, 7 + 2k7)}

\

Yy = x*+km

Obr. 4.1.51

10. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =

Obr. 4.1.52

2 —y

5t arcsin x + arccos y.
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a) D, = {[z,y] € R?| b) D. = {[z,y] € R?|
[# ST Ayl < T Ayl # |2} [Z| ST Ay <1 Ay#a}
N y:—x y y:x , y y:x ,
("\ ,O [o, ,"i
// \\ 1 x // 1 x
5'\/’ \2)\ 5",/ J
Obr. 4.1.53 Obr. 4.1.54
¢) D. = {[z,y] € R?| d) D. = {[z,y] € R?|
(Jz <1V [yl <1) Ay #a} z| <1 Ayl <1}

! NN SRR

Obr. 4.1.55 Obr. 4.1.56

Vysledky testu
1.¢),2.a),3.¢),4.b),5 b),6.d),7.a),8.d),9.c), 10. a).

*** **
5% - 228 -
t* **

= ol




