XAMAT, YAMAT
Pfednaska 9
Diferencialni a Integralni pocet funkci vice proménnych

(funkce dvou a vice proménnych, spojitost a limita, parcialni derivace, geometricky vyznam
parcidlnich derivaci, extrémy funkci, Reimann(v vicerozmérny integral, vypocet vicerozmérnych
integral( na kompaktnim intervalu, aplikace dvojnych integral()

Funkce vice proménnych
Definice:

Funkce 2 proménnych je pravidlo, které pfifazuje kazdé usporadané dvojici redlnych Cisel [x; y]
z mnoziny D jediné redlné Cislo f(x; y).

MnoZina D je defini¢ni obor funkce
H je obor hodnot funkce {f(x;y); [x;v] € D}

PisSeme z = f(x;y)  x,y jsou nezdvislé proménné, z je zavisla proménna
D je podmnozina R?

‘| firy) H je podmnoZina R

a)z=f(x;y) =arcsin(x +y)  f(=1,2) =

b) z = f(x;y) = =2 f(-1;2) =

x24y?

D (a.b) 1 fla.b)

Defini¢ni obor funkce

Pr2: Urcete defini¢ni obor funkce a graficky ho znazornéte

a)z=V1—-x2+.y2-1 D@ ={xy]€R, 1-x>*>0Ay?>—12=0}

b)z =In (xy) D(z) = {[x;y] € R*;xy > 0}



Az=yJ2+y2-1)-(4—x2-y?) D(2) ={lxyl€R% (x* +y*—1) (4 —x*-y?) =0}

Graf funkce dvou proménnych

Definice:

2 Jestlize f je funkce dvou proménnych x, y s defini¢nim oborem D,
potom graf funkce f je mnoZina viech bodd [x; y; z] € R3,
takovych, pro které plati z = f(x;y) a[x;y] € D.

Metoda fez(: vrstevnice

Priisecnice z = f(x; y) s rovinami rovnobéznymi se souradnicovymi
rovinami

P¥3: Naértnéte graf funkce z = \/9 — x2 — y?




(a) flx,y) = (x*+ 3y3e =

e
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. sinx siny
() flx,y)=sinx +siny () fly) = i

Limita a spojitost funkci 2 proménnych
Pouze transparentné zjednoduseno

Porovname chovani dvou rlznych funkci

sin(x? + y?) x%2 —y?
xy)=—-—->-— xy) = ——
fxy) X212 9 y) P
Tabulky funkénich hodnot
[ y) 9(x;y)
-0,5 -0,2 0 0,2 0,5 -0,5 -0,2 0 0,2 0,5
-0,5 0,959 | 0,968 | 0,99 | 0,986 | 0,959 -0,5 0 0,724 | 1 0,724 | 0
-0,2 0,986 | 0,999 | 1 0,999 | 0,986 -0,2 -0,72 | 0 1 0 -0,72
0 09 |1 1 0,99 0 -1 -1 -1 -1
0,2 0,986 | 0,999 | 1 0,999 | 0,986 0,2 -0,72 | 0 1 0 -0,72
0,5 0,959 | 0,986 | 0,99 | 0,986 | 0,959 0,5 0 0,724 | 1 0,724 | 0
Zapisujeme: lim f(xy)=1L

[x;y]-[a;b]

Funkce f(x; y) se nazyva spojitd v bodé [a; b], jestlize [ l]ll‘[[l b]f(x; y) = f(a; b)
x;yl—la;

Funkce f(x; y) se nazyva spojitd na D, jestlize je spojitd v kazdém bodé [a; b] € D
Pra.

a) Jefunkce f(x;y) = x%y3 — x3y? + 3x + 2y spojitad v bodé [1; 2]?

b) Kde je funkce f(x;y) = arctgi—/ spojita?



Parcialni derivace

Parcialni derivace funkce f(x; y) jsou funkce definované takto:

Of _ i L&+ Y) —fCsYy)
— = lim

dx  h-0 h

af_l. fOsy+h)—fxy)
— = lim

dy  h-0 h

Parcialni derivace v bodé A[a; b] je ¢islo
Plati stejné vztahy, jako pro funkci jedné proménné, ostatni proménné jsou povazovany za konstanty

PF¥5: vypoctéte vSechny parciadlni derivace danych funkci:

a) fGoy)=x"
b) fly)=7+%
o flxy) =T

d) fl;y) =x-e?™

e) fxy)=Intgs

Y
x

f) flgy) = sin%- cos

8 fly) =x/y+2=



) = In Y uréete &L 5 :
h) (x;¥) =1In o urlete 3y " bodé A[3; 1]

i) fOsy;z)=e:Inz

Parcialni derivace vyssich fada
of
o) =

- Z_§ opét funkce dvou proménnych x, y

2%r
af 0x2
0x0y
% f
of ,_. 0yox
5 (x' y) aZf
ay?
a%f a%f . ‘ .
29y — yox jsou vidy stejné

PF5: vypoctéte vsechny parcialni derivace druhého fadu danych funkci:

a) flsy) =x3+x%y3 —2y?

b) f(x;y) =e? -sinx

c) f(x;y) =In(x — y) vypocltéte % ;1)



63

0x0yodz

d) f(x;y;z) = e®Z vypoltéte

Geometricky vyznam parcidlnich derivaci
Tecna rovina ke kfivce z = f(x;y) v dotykovém bodé T[xr; yr; zr]

ad ad
vz = 2 (M)~ x7) +£(T)(y—m

P¥6: Urlete rovnici te¢né roviny k plode z = x2 + 2y? v dotykovém bodé& T[2; 1; z7]

Derivace slozenych funkci

dnd SN Y — = ay _ dy dx Sma:
Funkce jedné proménné:y = f(x) —» x = g(t) ol schéma:
PF6: uréete % pro funkci y = 2x2 — x + 3, pokud x = sin¢t.
Funkce dvou proménnych:
Prvni pfipad:
z=f(;y) - x=g(t) schéma:

_ dz _of dx  Oof dy
- y=h() dt ~ ox dt+ay dt



PF7: urete %(t = 0) pro funkci z = x%y + 3xy*, pokud x = sin2t ay = cost

Druhy pfipad:

z=f(wv) - u=g(xy) schéma:
- y=h(xy)

dz _of ou_ of v

dx  du dx v ox

22 _of du of ov

ay_au dy Odv 0dy

PF8: uréete obé parcialni derivace funkce z = e* siny, pokud x = st?ay = s%t

schéma:

Treti pfipad: obecné

u = f(xg;x2; 5 xy) — kazda x;,j = 1;-+; N je funkci M proménnych tq; ty; - ; ty
schéma:

6u_6u_% af_axN . 4. .

at,  ox, o1 tom oy, V= LM

PF9: uréeteg—Z(r =2;5s =1;t = 0) funkce u = x*y + y223, pokud x = rset, y = rs?e”

az=r2ssint

t



schéma:

Gradient vektor

Pokud je z = f(x; y) diferencovatelna, je definovana vektorova funkce gradient funkce f

af o
grad(f) = Vf (x; y) = (é%)

Derivace v daném sméru

Pokud je z = f(x;y) diferencovatelnd, pak ma derivaci ve sméru jednotkového vektoru i = (a; b)

0 0
Daf (67) = 2 at 5o ob = U i) - (@ib)

Pokud je jednotkovy vektor & = (a; b) uréen Ghlem ¢, ktery svira ke kladné ose x
U = (cos @ ;sin @) je

of

of :
Dgzf(x;y) =a-cos<p+@-sm<p

P¥10: Naleznéte derivaci ve sméru uréeném Uhlem ¢ = g, je-li f(x;y) = x3 — 3xy + 4y? v bodé
A[1;2]

PF11: Naleznéte derivaci funkce f(x; y) = x%2y3 — 4y v daném sméru vektoru ¥ = (2;5) v bodé
A[2; —1]



Extrémy funkce vice proménnych

abaalias V okoli bodu [a; b] nastane:

& Maximum

local
maximum

Lokalni maximum & f(x;y) < f(a; b)
Lokalni minimum < f(x;y) = f(a; b)

Absolutni maximum < f(x;y) < f(a; b)
Absolutni minimum & f(x;y) = f(a; b)

vixi vl §

absolute
minimum

minimum

Sedlovy bod — te¢nd rovina protina graf funkce v bodé [a; b]
VysSetfovani extrému proy = f(x;y)

1. Regime soustavu Vf(x;y) = 0

o _ 0A o _ 0 nalezneme stacionarni body
ox ay
2. Pro kaZdy stacionarni bod [a; b] nalezneme matici
okr  9f
0x2  9xdy
Dla;b) =15, 52,
dyox a_yz

3. A)Pokud D(a;b) < 0, potom [a; b] je sedlovy bod
2
B) pokud D(a;b) >0 a %(a; b) > 0 potom [a; b] je lokalni minimum
2
C) pokud D(a; b) > 0 a % (a; b) < 0 potom [a; b] je lokalni maximum

D) pokud D(a; b) = 0 nelze o extrému rozhodnout (existuji pokrocilejsi
metody)

PF11: Naleznéte extrémy funkce f(x;y) = x* + y* —4xy — 1



Riemanniv vicerozmérny integral

Kompaktni interval v R™

Kartézsky soucin jednorozmérnych uzavienych intervall

V R? obdélInik

V R3 kvédr

I = {ay; by)x{ay; by)x -+~ x{ay; by)

Mira kompaktniho intervalu je ¢islo m(I) = |(b; — a;) (b, — ay) -+ (b, — a,)|

Pr12: Graficky zndzornéte a vypoctéte miru kompaktnich interval(:

a) I =(1;3)x(0;2)

b) I =(1;2)x(1;3)x(0;2)

Objem a dvojny integral

= flx,y)
= _c
e d
7T
sy
R

Vlastnosti dvojného integralu:

R =(a;b)x{c;d) ={[x;y] ER%;a<x<b A c<y<d}
V={lx;yz]€R}0<z<f(x;y); [x;y] €R*}

V= l [ reyaxay

1) I, lefGey) +dglx y)ldxdy = c [f, f(ey)dxdy +d [f, g(x;y)dxdy

aditivita a linearita

2) Kdyif(x;y)2g(6y) VIxyl€eR = [[, fOx;y)dxdy = [[, g(x;y)dxdy

monotonie



Dvojny a dvojnasobny integral

Guido Fubini (1879-1943)

Pokud je funkce f(x; y) spojita na kompaktnim intervalu I = (a; b)x(c; d)

Dvojny Integrdl na Dvojnasobny Integral
I ={(a;b)x{c;d)
brrd Dvojnasobny Integral
f f (e y)dxdy _L fc fCey)dy|dx vzhledem k y a x
i
ar rb Dvojnésobny Integral
fc L fGy)dx|dy vzhledemkx ay

PF13: Vypoctéte dvojny integrél [f, (x — 3y?)dxdy, pokud I = (0; 2)x(1;2)

a) Nejdrivey:

b) Nejdrive x:



Elementarni oblast vzhledem k x

y _ D={x;y]€ER};a<x<b A g (x) <y<g,(x)}
y=0,(x)
b g2(x)
> || reiaxay = | [ | feyay|ax

| | b a LVg1(x)

| |

| y=aix) |

| |
0 a b X

Elementarni oblast vzhledem k y

n o A={[x;y] €R}c<y<d A h()<x<hy(y)}
x=hy) D x=h,(y) d hy ()
f f £ y)dxdy = f [ f G y)dx] dy
I —— D c h1(¥)
0 X

PF14: Vypoctéte [f (x + 2y)dxdy, pokud D je oblast ohranitend kfivkami y = 2x*ay = 1 + x?



PF15: Vypoctéte [f (x* + y)dxdy, pokud D je oblast ohrani¢ena kiivkamiy = x* ay = 2x

a) Oblast vzhledem k x

b) Oblast vzhledem k y



