XAMAT, YAMAT
Pfednaska 8
Diferencialni rovnice 1. fadu

(pocatecni problém, metoda separace proménnych, metoda variace konstanty, modely ristu
a klesani, logisticky model)

Diferencialni rovnice (DR)

DR jsou rovnice obsahujici neznamou funkci y = f(x) a jeji derivace.

Pfl:a)y"=5x+3 DR prvniho radu
b)e?y” +2(y) =1 DR druhého Fadu
c)eXy” +2sinx(y”) +5xy =0 DR tietiho fadu

d)eY(y)*+ 2sinx (y)” +5xy =0 DR druhého fadu

of L of _ o N
e) " 4631 =0 parcialni DR prvniho radu
Oznaceni:

V; V5V s y(4); y(”) funkce y = f(x) a jeji derivace, nezavisld proménnd je obecné x

,__ady
y_dx

Technici pouzivaji ¢asovou derivaci y = %
Definice:
Obycejna diferencidlni rovnice n-tého fadu je rovnice tvaru:
FO,y,,y", ..y™) = 0.
Obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu je rovnice tvaru:
F(x,y,y7) = 0.
Reseni DR je takova funkce y = f(x), kterd vyhovuje DR, tedy splfiuje F(x,y,y") = 0.

Pi2: Ovérte, zda funkce y; = sinx, y, = sinx + 5a y; = sinx + ¢, kde c je libovolna redlna
konstanta vyhovuje DRy” — cosx = 0.

Zavér:
fce y = sinx + ¢ je obecné feSeni DR y" — cosx = 0

fce y = sinx + 5 je partikularni feSeni DR y" — cos x = 0 splriujici po¢atec¢ni podminky y(0) = 5.



-3 |, 5  Obecné feSeni = mnoZzina funkci

Partikularni reseni = konkrétni reseni

Pocatecni problém pro ODR prvniho fadu je DR se zadanymi pocatec¢nimi podminkami

Pf: y"—cosx =0; y(0) =5

Metody feSeni ODR 1.-fadu
Souviseji s tim, jaky ma DR tvar:
Separace proménnych

DR prvniho radu fesitelnd metodou separace proménnych je rovnice tvaruy” = f(x) - g(y) ve vSech
moznych modifikacich.

Algoritmus FeSeni metodou separace proménnych:
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| 507= ] re0-as
Gy)=Fx)+c = y=G"YFx)+c)
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Pi3: feste pocateéni problém pro DR y" = %, vite-li, zZe y(0) = 2



Pr4:

6x2
2y+cosy

a) reSteDR:y =

PF5:

FeSte DR: y” = x2y




Pr6:

Protékajici proud elektrickym obvodem modelujeme DR: L% + RI = U(t).

Naleznéte vyjadreni proudu v zavislosti na ¢ase, je-li dano: R = 12(),
L = 4H a baterie dava konstantni napéti U = 60V (na obrazku oznaceno
pismenem E). Pfepinac sepne v ¢ase t = 0. Jakd je maximalni hodnota

switch

proudu?

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR1R)

Tvar:  y + P(x) -y = Q(x), kde P(x) a Q(x) jsou spojité funkce.

Je-li Q(x) = 0, nazyvame takovou rovnici homogenni.

PF7:  xy +y = 2x je LDR1R, protoZe pro x # 0 ji mlZeme pfepsat do tvaru: y" + y i = 2. Neni
separovatelnd, protoZe nelze na jedné strané osamostatnit y a na druhé x.

Reseni:

Existuji rizné metody (odhady, integracni faktor, ...), my si ukdZzeme metodu variace konstanty

Dvé faze:

1. poloiime Q(x) = 0, vznikne separovatelna DR, uréime OR
2. Konstantu z OR v 1 nahradime nezndmou funkci: C — C(x), pak dosadime do zadani a
vypoéteme nezndmou funkci C(x) a uréime OR plivodni DR



sinx

Pr8: feSteDR:y '+ y-cosx =e~

Pf9:  FeSte pocatecni problém pro DR: y" + 2xy = xe ", y(0) = 2.



PF9:  Feste polatecni problém pro DR: x2y" + xy = 1, y(1) = 2.

Uziti DR - Modely

Model pfirodniho rtstu (klesani) populace:

Predpoklad: idealni podminky (nekonecny prostor, vyziva, bez predator(, imunita proti ndkazam)
Proménné:

t ... ¢as (nezavisla proménna), P ... pocCet individualit v prostredi (zavisla proménnd na Case)

Mira rastu populace je %. Derivace v Case je pfimo Umérna poctu individualit v prostredi P.

P, ... pocatecni stav populace, P(0) = P,. RUst nebo pokles je definovén konstantou k.

x iy w . ar
Resime pocatecni problém pro DR: e k-P

Reden:
OR:P =A-ekt
PR: P = P, - ekt

Dusledek: pokud do modelu zapocitdme i emigraci, pomoci konstanty e, vznikne DR: Z—Ft’ =k-P—e



Logisticky model:

Reaguje na velikost prostfedi a omezené zdroje
Start — exponencidlni rlst — kriticka kapacita M
Predpoklady:

KdyZ P je malé — mira rlstu je pfimo Umérna P

KdyiP >M - fi—’;<0

ap P

Regent:

S M _ M-P,
Reseni LM je: P(t) = Thek kde B = .
lim S B M.

t—oo 1+m.e—kt
Po

Dalsi modely rlstu:

ap

P oy . .
pr kP (1 - ﬁ) — ¢, kde c vyjadtuje pravidelny ubytek populace

£ ir(1-5)a-D,

kde m vyjadfuje minimalni hodnotu jedincl, kdy uvazované druhy vymiraji



A B . M M-P, ;. M
P¥10: Reseni logistického modelu je P(t) = PR kde B = - O,tllm T Po i = M.
) 0 —00 1+ e~
Po

a) Uvazujte: k = 0,08; M = 1000; P(0) = 100. Urcete: P(40); P(80), v jakém case bude
P(t) =900.
b) Nacdrtnéte sigmoidalni logistickou kfivku pro 0 < t < 80.



