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Pfednaska 4
Diferencialni pocet funkci jedné realné proménné

Derivace ve fyzice
Isaac Newton (1643-1727)
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Pramérna rychlost: v == Vs OkamZita rychlost: v = lim —
t At—0 At

Derivace v geometrii

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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Smérnice teCny: k = lim =4
Ax—0 Ax

Definice:

Bud' f redlna funkce spojita v bodé a. Derivace funkce f v bodé a, znacena f’(a), je definovana jako

y f(a+Ax) — f(a)
m .
Ax—0 Ax

Bud' f redlna spojita funkce. Derivace funkce f(x) je realna funkce f’(x), neboli funkce, ktera
kazdému bodu pfifadi derivaci v prislusném bodé (je-li definovana).

Prvni vzorce pro derivovani:

c y=c¢ (¢)" =0, c je konstanta

(ku + lv) = ku + v', k, [l jsou konstanty, u, v jsou funkce
(x™)" = nx™1, n je konstanta

PF:y = x3 y =




(sinx)” = cosx, (cosx)” = —sinx,

(tgx) =

(cotgx) = —

cos2x’ sinZ x
Derivace x? dle definice:
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Ax—0 Ax
PF:
a) (x)" =
b) (Vx)" =
1\, _
;) =
Druhé vzorce pro derivovani:
XY — pX XV — X s 1 c_ 1
(e*) =e*, (a¥) = a*lna, (Inx)" = ~ (log,x)" = porms
o1 ,_ 1 . .
(arcsinx)” = Newrei (arccosx)’ = Newres (arctgx) e (arccotg x)

Derivace Inx dle definice:

i [G+a0-1@)_
Ax—0 Ax

Derivace soucinu a podilu funkci

Jsou dany dvé spojité funkce f(x) a g(x). Pak plati:

(fG)-g() =f () gt +f(x)-g'(x)

(@) _ &g -f(x)g'(x)

g(x) g(x)?
Pr:
a)y = (5x2 + 1)(3x* — 2x?) y =
1+ _
b)}’ - Vx y =

1_

1+x2



Derivace slozenych funkci

Jsou dany dvé spojité funkce f(x) a g(x). Pak plati:
flg@) =f(g(0) g

Jiny zdpis:

_ _ dy _dydu o
y=f,u=gk) - —-=—_— kreslischéma:
PF:

a) y = (x3 — 1)100 y =
b) y = sin(7x% — 5x + 3) y =

) —1 1+2sin2x ,
oy = nl—Zsian y =
d) y =sinx - e~X +2x-1 y =

Derivace vyssich fadi

Druhou derivaci funkce f, zna¢ime f""(x), dostaneme, kdyz zderivujeme derivaci funkce f jesté
jednou, neboli f”(x) = (f'(x))".

n — ta derivace funkce f, znatime f ™ (x), dostaneme, kdy? postupné zderivujeme n — krat funkci

£, neboli fM(x), = (F*V(x))".



Diferencial

Pokud je funkce y = f(x) spojita, diferencial funkce y dy je definovan rovnicidy = f'(x) - dx.
Y =) =% dy=f(x)dx

¥ Geometricky vyznam

0 R
>\ I Prirastek funkce Ay = f(x + Ax) — f(x)

N

/

Ay
p : 1 Diferencial funkce dy
/__/, dx=Ax
7/ Pro malé Ax plati, ze Ay = dy
0 // x x+Ax x
L/
/[ y=1flx)

Porovname hodnoty Ay a dy, kdyzy = f(x) = x3 + x2 — 2x + 1 a x se zméni

a) z2na2,05 b)z2na2,01

vypocitame: f(2) =
f(2,05) =
a)Ay = f(2,05) — f(2) =

f(2,01) =
b) Ay = f(2,01) - f(2) =

dy = f'(x) -dx = (3x? + 2x — 2)dx
a) prox =2adx =Ax=0,05 dy =

b) prox =2adx =Ax=0,01 dy =
Zavér: f(a+dx) = f(a) +dy

PF: Polomér koule r = 21 c¢cm byl zméren s chybou 0,05 cm. Jaka je maximalni chyba pfi pouZiti této
hodnoty pti vypoctu objemu této koule.



L’Hospitalovo pravidlo pfi vypoctu limit funkci

1661-1704

markyz Guillaume Francois Antoine de I'Hopital

Jsou dany dvé funkce splfiujici budto lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo lim f(x) = lim g(x) = *oo.
x-a x-a x—-a x—-a

lim 0 _

x»a g x5ag )  xsag ()

PF:
a) lim In (5x+1) _
x—0 2—,/4+8sin (9x) -

. In(x?-20x+2)
lim —————= =
b) x—o0 In (X10+2X+3)

Tecny a normaly ke grafu funkce

.-+, za predpokladu, Zze druhd limita existuje.

y Pfimka t je te¢nou ke kfivce y = f(x)

’ _ v bodé dotyku P, pokud P €etaP € f
'Q[.\. fix)
flx)— fla)

tecna je nejpresnéjsi linearni

Pia, fla)) . S v v
~ aproximaci kfivky f v bodé P.

Ma-li pfimka rovnici y = kx + g, kde

| normal

— V_ta.ngem

pfislusné normaly.

[ |

%k, q jsou redlna Cisla, pak koeficient k
nazveme smérnici dané pfimky

Necht f(x) je funkce, kterd ma derivaci v bodé a.

Tecna grafu funkce f v bodé a je pfimka, prochazejici bodem
[a; f(a)], kterd md smérnici f'(a).

Normala grafu funkce f v bodé a je pfimka, prochazejici bodem
[a; f(a)], kterd je kolma k te¢né v tomto bodé.

. e . Y 1, _
Smérnice normaly: je-li k # 0 smérnice tecny, pak — - Je smérnice



Smérovy vektor te¢ny je (1; k). Kolmy vektor musi byt (k; —1), protoze (1; k) - (k; —1) = 0. kdyz

kolmy vektor vydélime k, dostaneme vektor (1; - %)

Rovnice pfimek

Rovnice te¢ny se smérnici k, prochazejici bodem T[x1; yr] je y — yr = k(x — x7)
Rovnice normaly se smérnici — %, prochazejici bodem T[xy; yrljey — yr = — % (x — x7)
Tecna v dotykovém bodé

Pf: Naleznéte rovnice te¢ny a normaly ke kfivce y = sin 2x v dotykovém bodé T E;yr]

Tecna ke krivce prochazejici bodem

PF: Naleznéte rovnice te¢ny ke kfivce y = i—:z prochazejici bodem A[0; 0].

Tecna ke kfivce rovnobézna s danou pfimkou

y . . y .. 1 vy oy
PF: Naleznéte rovnice teCny ke krivce y = §x3 — x% — 4x + 2 rovnobéiné s pfimkou p: y = —x — 3.



