XAMAT, YAMAT
Prednaska 3
Limita a spojitost funkce

1.1. Funkce

zadéni funkce: Vzorcem - algebraicky S = nr? - S = f (1)
Tabulkou - numericky

Slovnim popisem - verbalné

Grafem - vizualné

Definice:

Funkce z mnoziny A do mnoziny B je mnozina f
usporadanych dvojic [x; y],kde x € Aay € B,
takovych, Ze kdykoliv [x; y;] € f a [x; y.] € f,
pak y; = y,.

Misto [x; y] € f pisSemey = f(x)

Defini¢ni obor funkce f z A do B je mnoZzina takovych x € A, takovych, Ze existuje pravé jednoy € B,
pro které plati y = f(x). Znac¢ime D(f).

Obor hodnot funkce f z A do B je mnozina takovych y € B takovych, Ze existuje alespori jedno x €
A, pro které platiy = f(x). Zna¢ime H(f).

Obrazek: jedno x nesmi mit dvé a vice y, resp. jedno y mlze mit vice x, D(f), H(f),

Realna funkce f jedné realné proménné je funkce z R do R.

Graf redlné funkce f je mnoZina viech bodu v roviné o soufadnicich [x; f(x)].

x2-x—6

Pf: a) uréete D(f) funkce f(x) =

x—x2

b) uréete D(f) funkce f(x) = In (1 — x?)



Funkce definovana po ¢astech

Funkce muZe byt definovana i riznymi vzorci pro rdzné casti defini¢niho oboru
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Limita funkce

Laicky Fe¢eno: Mame funkci y = f(x). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu b, pokud je spIinéno:
kdykoliv se hodnoty x ,,blizi“ k hodnoté a, pak se hodnoty y,blizi k hodnoté b. Pak piSeme:

lim f(x) = b.

xX—a

Limita funkce v nevlastnim bodé x — +oo

¥ Definice:

_ Rikdme, Ze limita funkce f(x) je pro x = oo rovna &islu
Jnf(e)=n a, piseme lim f(x) = a, pravé tehdy kdyz, pro kazdou
X—>00

posloupnost bodt {x,,} s limitou lim x,, = +oo plati, Ze
n—->0oo

posloupnost odpovidajicich funkénich hodnot {f (x,)}
ma limitu a, tedy T{im flx,) =a.
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Symbolicky zapis: lim f(x) = a <=> [V{xn}: lim x,, = 400 => lim f(x,) = a]
X—>00 n—-oo n—-oo

PY: a) lim =

X—00 X

b) lim 2x+2

xX—00 X—

c) lim iz

X—00 X

d) lim e*

X—00

Limita funkce ve vlastnim bodé x - a
Okolim bodu a nazveme otevfeny interval (a — &; a + €) pro néjaké malické Cislo € > 0.

Obrazek:

Definice limity pomoci okoli

Bud' f(x) realna funkce. Rekneme, Ze f md v bodé a limitu b, pokud pro kazdé okoli U bodu b,
existuje okoli V, bodu a, takové, Ze pro kazdé x € V, x # a, plati f(x) € U.

Symbolicky zapis: lim f(x) =b <=>Ve > 03§ >0; Vx:0< |[x —a| <d =>|f(x) —b| < e.
x—a
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Funkce spojita

Definice

Redlnd funkce f je spojita v bodé a, pokud je jeji funkéni hodnota v bodé a rovna limité v bodé a.
Realna funkce f je spojita, pokud je spojita ve vSech bodech svého defini¢niho oboru.

Kazda elementarni funkce je spojita na svém defini¢nim oboru.
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Limity a aritmetické operace
Jsou dany dvé funkce f(x) a g(x), které maji v bodé a limity. Pak plati:

lim (£(0) £ g(x)) =lim f(x) £ lim g()
lim (£(0) - g() = lim £(x) - lim g (x)

fGo\  lim £()
(g(x)>

lim
x—a

- li
lim g(x)'xl—rgg(x) #0
x—-a



Jednostranné limity

Levym okolim (resp. pravym okolim) bodu a rozumime interval (a — €; a), respektive (a; a + €), pro
néjaké € > 0.

Definice:

Cislo b je limitou zleva funkce f(x) v bodé a, pokud pro kazdé okoli U bodu b, existuje levé okoli V/,
bodu b, takové, Ze kdykoliv x € V, pak f(x) leziv U.

PiSeme lim f(x)=»b
x—a
Obdobné u limity zprava piSeme lim, f(x) = b
x—-a

Ma-li funkce f(x) v bodé a limitu zleva i zprava a tyto dvé limity se sobé rovnaji, pak ma funkce f(x)
i ,oboustrannou” limitu v bodé a. Totéz plati i naopak a v negaci.

. .1 L1 L1
PF: a) lim - = lim - = lim-=
x—0t X x—0" X x—0 X
L1 L1 L1
b) lim = = lim = = lim= =
x—0t X x—0" X x—0X
. 2X+2 . 2X+2 . 2x42
c) lim = li = li =
x—2t x—2 xX—2~ X—2 x—>2 X—2
. 2x-2 . 2x-2 . 2x-2
d) lim = lim = lim =
x—1t x—1 x—>1— x—1 x—>1 x—1

Vypocty s nevlastnimi hodnotami
log, 00 =00;a>1 log, 00 = —00;a < 1

log, 0" = —c0;a>1 log, 0" =;a< 1

w(F) = () -
cotg(0)* = o cotg(0)™ = —oo
arctgoo = g arctg(—oo) = —%
arccotgoo = 0 arccotg(—o) =m

Limity funkce y = sinx

x A\
. sinx . sinx . sinx . x T
lim =0 lim =0 lim =1 Ilim =1 ——— . 3 ey

x—o0o X x——00 X x>0 X x>0 sinx R —— i —— bttt



P¥: Je déna funkce f(x) =

Vypoctéte:
lim f(x)
x->-1"

im0

lim f(x)=

x--1

PF: Je ddna funkce f(x) =

Vypoctéte:

lim f(x)=

x—0"

Jim ()=

lim £ (x)=

x—0

1+ x;

prox < —1

x%pro—1<x<1

2—x;

1+ sinx;

prox =1

Jim /0 =
Jim /) =

lim f(x) =

x-1

prox <0

cosx;pro 0<x<m

sinx;

PF: Heavisidova funkce je definovana

lim H(t) =

x—0~

i (0 =

lim H(t) =
x—-0

Dalsi dulezité limity:

oe¥—1
lim =
x—0 X

1

In(1+ x
lim DA+

x—0 X

H(E) ={

O;prot <0
1L;prot =0

prox>m

lim f(x) =

X

Jim, £ () =

lim f(x) =

X—>TT

lim H(t) =

x—>—4

chlill H(t) =

Jim_ 1) =
lim f(x) =

lim f(x) =

x-10

lim f(x) =

X—>—=T

lim £ (x) =

lim f(x) =

X4




