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Pfednaska 2

Posloupnosti

Navazujeme na pojmy z Uvodu do studia matematiky

Definice posloupnosti, moZnosti zadani, monotonie, omezenost, aritmetickd a geometricka
posloupnost

Nové pojmy:
limita posloupnosti, vypocty limit posloupnosti, konvergence a divergence, soucet geometrické rady

Pojem posloupnost

Funkce na mnoZiné A C R je predpis, ktery kazdému ¢islu z mnoZiny A pfifazuje pravé jedno realné
Cislo.

MnoZina A se nazyva definicni obor funkce.

Kazda funkce, jejimz definicnim oborem je mnozina N vSech ptirozenych Cisel, se nazyva nekonecna
posloupnost.

Kazda funkce, jejiz defini¢ni obor je mnozina vSech pfirozenych Cisel n < ng, kde ng je pevné dané
pfirozené Cislo z N, se nazyva konecna posloupnost.

Misto ,hodnota posloupnosti f v bodé n je rovna ¢islu s“ budeme fikat ,n-ty ¢len posloupnosti f je
roven Cislu s“ a budeme psét . f,, = s“.

Pf:

A={aplpn= = {3+ (D"} =

B = {by}}-1 ={0,5n%}}_1 =

V téchto pfipadech fikdme, Ze posloupnost je uréena vzorcem pro n-ty ¢len.

Rekurentni urceni posloupnosti (Z latinského recurrere = vraceti se, jiti zpét)

PF:
Vypoditejte druhy, tfeti a ¢tvrty ¢len posloupnosti {a, }n=1, ktera je dano takto:
a, =4aayy = —2a,, prokazdén € N.

a, = az = Ay =



V posloupnosti {a, }n=1 je dan prvni ¢len a dale je k dispozici vzorec, pomoci néhoz mlzeme pro
kazdé n € N vypoditat ¢len a, 44 na zakladé znalosti pfedchoziho ¢lenu.

Pr:

Vypocitejte paty ¢len posloupnosti {b,, };=1, kterd je dano takto:
by =1; b, =—1; aby,y, =2by1 — 3b,, prokaidén € N.

V posloupnosti {b;, }y—1 jsou dany prvni dva ¢leny a dale je k dispozici vzorec, pomoci néhoz mizeme
pro kazdé n € N vypocitat ¢len b,,,, na zakladé znalosti predchozich ¢len b, a b,,.

PF:
Urcete prvnich nékolik ¢lent posloupnosti {c, }n=1, ktera je dano takto:

Cny2 = Cpnyaq + 2¢p, pro kazdén € N.

Uvedeny vztah neurcuje posloupnost jednoznacné. Existuje nekone¢né mnoho posloupnosti, zalezi,
jak zvolime ¢ a c,.

Fibonacciho (kralici) posloupnost, souvislost se zlatym fezem. Leonardo Pisansky (1170-1250), kniha
Liber abaci (1202).

a,=1;a,=1; ayyy = anyq + ay, prokazdén € N.
A={1;1;2; e}

PF:
Je dana posloupnost A = {log 3"},— . Vyjadrete ji rekurentné.

a; =log3; anyq =a, +log3, prokaidén € N.
PF:

Posloupnost B je dana rekurentné takto: b; = 1; a b4 = 2b,,, pro kazdé n € N. Vyjadrete ji
vzorcem pro n-ty ¢len.

2m 1,



Vybrané vlastnosti posloupnosti

UvaZujeme pouze nekonecné posloupnosti.

Posloupnost {a,}n=; se nazyva rostouci, pravé tehdy kdyZ pro viechnan € N plati: a, < a,41
Posloupnost {a,}n-, se nazyva klesajici, pravé tehdy kdyZ pro véechnan € N plati: @, > a,41
Posloupnost {a,}n=; se nazyva nerostouci, pravé tehdy kdyz pro viechnan € N plati: a, = a,41
Posloupnost {a,}n=; se nazyva neklesajici, pravé tehdy kdyz pro viechnan € N plati: a, < a,41

Posloupnosti, které jsou nerostouci nebo neklesajici se nazyvaji monoténni.
Posloupnost {a,}n=; se nazyva shora omezena, pravé tehdy kdyz existuje realné cislo h takové, ze

pro viechnan € N plati: a,, < h.

Posloupnost {a,}n=; se nazyva zdola omezenad, pravé tehdy kdy? existuje redIné Cislo d takové, ze
pro viechnan € N plati: a,, > d.

Posloupnost se nazyva omezena, praveé tehdy kdyz je omezena zdola i zhora.

PF:

. +1 % . .
Zkoumejte posloupnost {nT} . (Graf, omezenad zhora i zdola)
n=1

PF:
Zkoumejte posloupnost {(—1)" - 2n},_,. (Graf, neni omezena zhora ani zdola)



Limita posloupnosti
Vlastni limita posloupnosti
Definice:

Rikdme, Ze posloupnost {a, };_; je konvergentni pravé tehdy, kdy? existuje redlné ¢islo A takové, 7e
plati: Ke kazdému € > 0 existuje ny € N takové, Ze pro vSechna pfirozena Cislan > n, je
la, — A| < e.

Cislo A se nazyva limita posloupnosti {a,, }-;.
Zkracené:

lima,=A4 © VvVe>0,An, EN,Vvn> ny la, — Al <e.

n—oo

Posloupnosti, které nejsou konvergentni, se nazyvaji divergentni.

(—1)”+n}°0
n=1

PF¥: Zkoumejme posloupnost{ o

Pozn.: definice vlastné fikd pouze to, ze at vezmu, jakkoliv Siroky pas kolem A, vzdy najdu takovy ¢len
posloupnosti, Ze za nim uz vSechny dalsi ¢leny budou leZet v tomto pasu.



DulezZité véty:

Kazda posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Kazda omezena monotdnni posloupnost je konvergentni.
Kazda shora omezena neklesajici posloupnost je konvergentni.
Kazda zdola omezend nerostouci posloupnost je konvergentni.

Necht {a, }m=1 a {by}m=1 jsou konvergentni posloupnosti a necht lim a, = A , lim b, = B acje

n—-oo n—-oo

libovolné redlné &islo. Potom jsou konvergentni i posloupnosti {a,, + by }neq, {an — brlne1,
{an - bpln=1, {c - an}n=q aplati

lim (a, + b,) = lim a,, + lim b, = A+ B
n—-oo n—-oo n—-oo

lim (a, — b,) = lim a,, — lim b, =A—B
n—-oo n—-oo n—-oo
lim (a, " b,) = lima, - lim b, =A"-B
n—-oo n—-oo n—-oo
limc-a,=c-A

n—-oo

Nevlastni limita posloupnosti

Rekneme, Ze posloupnost {a, }s-; méa nevlastni limitu pokud
bud

VKERINGENVN> ng:a, >K

nebo

VLERINgENVN> ngia, <L

Znactime
lim a,, = o0 nebo lim a,, = —oo
n—-oo n—oco

Obrazky:



Pro kazdou posloupnost nastane pravé jedna z nasledujicich moZnosti:

1. Posloupnost ma vlastni(redlnou) limitu: lim a, = A
n—oo

Obrazek:

2. Posloupnost ma nevlastni limitu: lim a,, = o nebo lim a,
n—-oo

n—-oo

Obrazek:

3. Limita posloupnosti neexistuje
Obrazek:

Limity specialnich posloupnosti:

lim—=1lm—=0;c>0.
n-on n-oo nt
0;9e(—1;1)
. L,g=1
n_ )
Tlll_r)gloq - 0©; q>1

neexistuje; q < —1

n

lim (1 +E) =e =2,718281828 ...

n—oo

= —C0



PF: Urcete limity:

. 2n-—5
lim =
n—oo n

. 2n?-5
lim

n—oo n

y n!—(n+2)!
nl—r>{>lo (n+1)!
. V2n3 -5
lim — =

n—oo n



li (1+1+1+ b2
b 4716 4n

n

I (1+3) -
nl—rgo 2n)

n

lim (1 — —) =
n—oo n



