
XAMAT, YAMAT 

Cvičení 9 

Diferenciální a integrální počet funkcí dvou a více reálných proměnných 

1. Vypočtěte pro každou z uvedených funkcí 𝑓(−2; 2) a načrtněte jejich definiční obor. 

𝑎) 𝑓(𝑥; 𝑦) =
√𝑥+𝑦+1

𝑥−1
              {−

1

3
}                                                                    

𝑏) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥 ln(𝑦2 − 𝑥)                   {−2 ln 6}   

𝑐) 𝑓(𝑥; 𝑦) = √9 − 𝑥2 − 𝑦2                   {1}                                                      

 

2. Určete obě parciální derivace funkcí 

𝑎) 𝑓(𝑥; 𝑦) =
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
                                                         {

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

2𝑥𝑦3

(𝑥2 + 𝑦2)2
;
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=
𝑥2(𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
} 

𝑎) 𝑓(𝑥; 𝑦) =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
                                                     {

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

;
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

−𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

} 

3. Určete všechny první i druhé parciální derivace funkcí 

 𝑎) 𝑓(𝑥; 𝑦) = ln(2𝑥 + 3𝑦)  

 

{
 
 

 
 𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

2

2𝑥 + 3𝑦
;
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

3

2𝑥 + 3𝑦
;

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

−4

(2𝑥 + 3𝑦)2
;
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
=

−9

(2𝑥 + 3𝑦)2
;
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

−6

(2𝑥 + 3𝑦)2}
 
 

 
 

 

 b) 𝑓(𝑥; 𝑦) = arctg
𝑦

𝑥
   

{
 
 

 
 𝜕𝑓

𝜕𝑥
= −

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
;
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
;

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
;
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
=

−2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
;
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2}
 
 

 
 

 

 



4. Vypočtěte parciální derivace 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 a 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 funkce 𝑓 a jejich hodnoty v bodě 𝑀 

a) 𝑓(𝑥; 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)𝑒√𝑥
3+𝑦2 − 𝑒−2;𝑀[1; 0]     {

5

2
𝑒;−𝑒} 

b) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 2arctg(−4𝑥2𝑦 + 4𝑥𝑦2) − arctg(8);𝑀[1; 1]   {−8; 8} 

c) 𝑓(𝑥; 𝑦) = −3arctg(8𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2) + arctg(4);𝑀[−1; 4]   {96; 24} 

d) 𝑓(𝑥; 𝑦) = −3 ln(−2𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑦2) + ln 7 ;𝑀[−1;−4]    {7;
7

4
} 

e) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 7 ln(−9𝑥𝑦 + 5𝑥2𝑦2) + ln 3 ;𝑀[−1;−6]    {−17;−
17

6
} 

f) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 3 ln(2𝑥𝑦 + 5𝑥2𝑦2) + ln 4 ;𝑀[1; −1]    {8;−8} 

g) 𝑓(𝑥; 𝑦) = −8𝑥2𝑦 ∙ ln(−8𝑥 − 9𝑦) + ln 3 ;𝑀[1;−1]    {−64;−72} 

h) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 6𝑥𝑦2 ∙ ln(−5𝑥 − 4𝑦) + ln 5 ;𝑀[−1; 1]    {30; 24} 

i) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 8𝑥𝑦2 ∙ ln(−7𝑥 − 8𝑦) + √3
3
;𝑀[1;−1]    {−56;−64} 

j) 𝑓(𝑥; 𝑦) = √arctg(𝑦2 − 2𝑥) + arctg(−1);𝑀[0; 1]    {−
1

√𝜋
;
1

√𝜋
} 

k) 𝑓(𝑥; 𝑦) = ln(𝑥2 + 3𝑦) + y2 ∙ sin 𝑥 ;𝑀 [0;
1

2
]     {

1

4
; 2} 

l) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑒𝑥
2∙sin 2𝑦 +

1

𝑒
;𝑀 [1;

𝜋

2
]         {0;−2} 

m) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑒√𝑥𝑦−𝑥
3𝑦 + 𝑒√2;𝑀[1; 1]         {−

5

2
; −

1

2
} 

n) 𝑓(𝑥; 𝑦) = (𝑦 − 𝑥) ∙ arctg√𝑥 − 𝑦 + arctg(𝑒−2);𝑀[1; 0]   {−
𝜋+1

4
;
𝜋+1

4
} 

 

5. Nalezněte rovnice tečné roviny v dotykovém bodě 𝑇 k dané ploše. 

a)  𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2; 𝑇[1; 1; ? ]      {4𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 3 = 0} 

b) 𝑧 = −2𝑥2 + 3𝑦2 + 𝑥; 𝑇[2;−1; ? ]     {7𝑥 + 6𝑦 + 𝑧 − 5 = 0} 

c) 𝑧 = 3(𝑥 − 1)2 + 2(𝑦 + 3)2 + 7; 𝑇[2;−2; ? ]   {6𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 + 8 = 0} 

d) 𝑧 = √𝑥𝑦; 𝑇[1; 1; ? ]        {𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0} 

e) 𝑧 = 𝑥𝑒𝑥𝑦; 𝑇[2; 0; ? ]        {𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 = 0} 

f) 𝑧 = 𝑥 sin(𝑥 + 𝑦) ; 𝑇[−1; 1; ? ]      {𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} 

g) 𝑧 = ln(𝑥 − 2𝑦) ; 𝑇[3; 1; ? ]      {𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 − 1 = 0} 

 

6. Vypočtěte derivace 
𝜕𝑧

𝜕𝑡
 resp. 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
 složených funkcí 

a)  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦;       𝑥 = sin 𝑡;      𝑦 = 𝑒𝑡 {sin 2𝑡 + 𝑒𝑡(cos 𝑡 + sin 𝑡) + 2𝑒2𝑡} 

b) 𝑧 = cos(𝑥 + 4𝑦) ;       𝑥 = 5𝑡4;      𝑦 =
1

𝑡
  {(

4

𝑡2
− 20𝑡3) sin (5𝑡4 +

4

𝑡
)} 

c) 𝑧 = √1 + 𝑥2 + 𝑦2;       𝑥 = ln 𝑡;      𝑦 = cos 𝑡   {
ln 𝑡−𝑡 sin 𝑡 cos 𝑡

𝑡√1+ln2 𝑡+cos2 𝑡
} 



d) 𝑧 =
1

tg
𝑦

𝑥

;       𝑥 = 𝑒𝑡;       𝑦 = 1 − 𝑒−𝑡     {
𝑒𝑡−2

𝑒2𝑡 sin2(𝑒−𝑡−𝑒−2𝑡)
} 

e) 𝑤 = 𝑥𝑒
𝑦

𝑧 ;       𝑥 = t2;      𝑦 = 1 − 𝑡;      𝑧 = 1 + 2𝑡 {𝑒
1−𝑡

1+2𝑡 (2𝑡 −
𝑡2

1+2𝑡
−
2𝑡2(1−𝑡

(1+2𝑡)2
)} 

f) 𝑤 = ln√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ;       𝑥 = sin 𝑡;      𝑦 = cos 𝑡;      𝑧 = tg 𝑡 {
sin 𝑡

cos3 𝑡(1+tg2 𝑡
} 

 

7. Vypočtěte derivace 
𝜕𝑧

𝜕𝑠
 resp. 

𝜕𝑧

𝜕𝑡
 složených funkcí 

a) 𝑧 = 𝑥2𝑦3;       𝑥 = s ∙ cos 𝑡;      𝑦 = s ∙ sin 𝑡 

{5𝑠4 cos2 𝑡 sin3 𝑡; 𝑠5 sin2 𝑡 cos 𝑡 (3 cos2 𝑡 − 2 sin2 𝑡) }               

b) 𝑧 = arcsin(𝑥 − 𝑦) ;       𝑥 = 𝑠2 + 𝑡2;      𝑦 = 1 − 𝑠𝑡 

{
2𝑠 + 𝑡

√1 − (𝑠2 + 𝑡2−1 + 𝑠𝑡)2
;

2𝑡 + 𝑠

√1 − (𝑠2 + 𝑡2−1 + 𝑠𝑡)2
} 

 

c) 𝑧 = sin 𝜃 ∙ cos 𝜑 ;       𝜃 = s 𝑡2;      𝜑 = 𝑠2𝑡 

{𝑡2 cos 𝑠𝑡2 cos 𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑡 sin 𝑠𝑡2 sin 𝑠2𝑡;  2𝑠𝑡 cos 𝑠𝑡2 cos 𝑠2𝑡 − 𝑠2 sin 𝑠𝑡2 sin 𝑠2𝑡 } 

d) 𝑧 = 𝑒𝑥+2𝑦;       𝑥 =
𝑠

𝑡
;       𝑦 =

𝑡

𝑠
 

{𝑒𝑥+2𝑦 (
1

𝑡
−
2𝑡

𝑠2
) ; 𝑒𝑥+2𝑦 (

2

𝑠
−
𝑠

𝑡2
)} 

e) 𝑤 = 𝑒𝑟 cos 𝜃 ;       𝑟 = 𝑠𝑡;      𝜃 = √𝑠2 + 𝑡2 

{𝑒𝑠𝑡 (𝑡 cos√𝑠2 + 𝑡2 −
𝑠 sin √𝑠2 + 𝑡2

√𝑠2 + 𝑡2
) ; 𝑒𝑠𝑡 (𝑠 cos√𝑠2 + 𝑡2 −

𝑡 sin√𝑠2 + 𝑡2

√𝑠2 + 𝑡2
) } 

 

 

f)  𝑤 = tg
𝑢

𝑣
;       𝑢 = 2𝑠 + 3𝑡;       𝑣 = 3𝑠 − 2𝑡  

{
2 −

6𝑠 + 9𝑡
3𝑠 − 2𝑡

(3𝑠 − 2𝑡) cos2
2𝑠 + 3𝑡
3𝑠 − 2𝑡

; 
3 −

4𝑠 + 6𝑡
3𝑠 − 2𝑡

(3𝑠 − 2𝑡) cos2
2𝑠 + 3𝑡
3𝑠 − 2𝑡

} 



 

8. Nalezněte derivaci funkce 𝑓(𝑥; 𝑦) v daném bodě 𝐵 a ve směru určeném úhlem 𝜑. 

a) 𝑓 = 𝑥3𝑦4 + 𝑥4𝑦3; 𝐵[1; 1];  𝜑 =
𝜋

6
      {9,56} 

b) 𝑓 = 𝑦𝑒−𝑥; 𝐵[0; 4];  𝜑 =
2𝜋

3
       {2,87} 

c) 𝑓 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 ; 𝐵[0; 0];  𝜑 =
𝜋

4
      {0,71} 

 

9. Nalezněte gradient funkce 𝑓(𝑥; 𝑦), gradient funkce 𝑓(𝑥; 𝑦) v bodě 𝐵 a derivaci funkce 

𝑓(𝑥; 𝑦)  v daném bodě 𝐵 a ve směru určeném jednotkovým vektorem �⃗� . 

a) 𝑓 = sin(2𝑥 + 3𝑦) ; 𝐵[−6; 4];  �⃗� = (
√3

2
; −

1

2
)    {0,23} 

b) 𝑓 =
𝑦2

𝑥
; 𝐵[1; 2];  �⃗� = (

2

3
;
√5

3
)       {0,31} 

 

10. Nalezněte gradient funkce 𝑓(𝑥; 𝑦), gradient funkce 𝑓(𝑥; 𝑦) v bodě 𝐵 a derivaci funkce 

𝑓(𝑥; 𝑦)  v daném bodě 𝐵 a ve směru určeném vektorem �⃗� . 

a) 𝑓 = 𝑒𝑥 sin 𝑦 ; 𝐵 [0;
𝜋

3
] ;  �⃗� = (−6; 8)      {−0,12} 

b) 𝑓 =
𝑥

𝑥2+𝑦2
; 𝐵[1; 2]; �⃗� = (3; 5)      {−0,08} 

c) 𝑓 = 𝑥4 − 𝑥2𝑦3; 𝐵[2; 1];  �⃗� = (1; 3)      {−2,53} 

d) 𝑓 =
1

tg(𝑥𝑦)
; 𝐵[1; 2];  �⃗� = (5; 10)      {−2,16} 

 

11. Určete a klasifikujte stacionární body daných funkcí 𝑓(𝑥; 𝑦) 

a) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑦      {[1; 1; 1]𝑆𝐵} 

b) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑦      {[
1

3
; −

2

3
; −

1

3
] 𝐿𝑀𝑖𝑛} 

c) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2                {[−2;−2; 4]𝐿𝑀𝑎𝑥} 

 

d) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑦3 + 3𝑥2𝑦 − 6𝑥2 − 6𝑦2 + 2 

{[0; 0; 2]𝑂𝐿𝑀𝑎𝑥; [0; 4; −30]𝑂𝐿𝑀𝑖𝑛; [2; 2;−14]𝑆𝐵; [−2; 2;−14]𝑆𝐵 } 

e) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥𝑦(1 − 𝑥 − 𝑦) 

{[1/2; 0; 0], [0; 1/2; 0]𝑛𝑒𝑙𝑧𝑒 𝑟𝑜𝑧ℎ𝑜𝑑𝑛𝑜𝑢𝑡; [1; 0; 0]𝑆𝐵; [0; 1; 0]𝑆𝐵} 



f) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥3 − 12𝑥𝑦 + 8𝑦3  

   {[0; 0; 0]𝑆𝐵; [2; 1;−8]𝐿𝑀𝑖𝑛} 

g) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥𝑦 +
1

𝑥
+

1

𝑦
       {[1; 1; 3]𝐿𝑀𝑖𝑛} 

h) 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑒𝑦(𝑦2 − 𝑥2)    {[0; 0; 0]𝑆𝐵; [0;−2;
4

𝑒2
] 𝐿𝑀𝑎𝑥 } 

 

12. Vypočtěte integrály, v případě potřeby zaokrouhlujte na 3 DM: 

a) ∫ ∫ 𝑥2𝑦𝑑𝑦𝑑𝑥
2

1

3

0
 a ∫ ∫ 𝑥2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

3

0

2

1
      {

27

2
} 

b) ∫ ∫ (6𝑥2𝑦 − 2𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑥
2

0

4

1
       {222} 

c) ∫ ∫ (4𝑥3𝑦 − 9𝑥2𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥
2

1

1

0
      {−

11

2
} 

d) ∫ ∫ cos 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
5

−1

𝜋

2
𝜋

6

        {−0,123} 

e) ∫ ∫ (𝑦 + 𝑦2 cos 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜋

2
0

3

−3
      {18} 

f) ∫ ∫
ln𝑦

𝑥𝑦
𝑑𝑦𝑑𝑥

5

1

3

1
        {1,423} 

g) ∫ ∫ (𝑦3𝑒2𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑥
4

0

2

0
       {1715,141} 

h) ∫ ∫ (
𝑥

𝑦
+
𝑦

𝑥
) 𝑑𝑦𝑑𝑥

2

1

4

1
       {7,278} 

i) ∫ ∫ 𝑒𝑥+3𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
3

0

1

0
        {121,419} 

 

13. Vypočtěte integrály: 

a) ∫ ∫ 𝑥𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦√𝑦

0

4

0
        {32} 

b) ∫ ∫ (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
2

2𝑥

1

0
       {−1} 

c) ∫ ∫ (1 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥

𝑥2
1

0
       {

3

10
} 

d) ∫ ∫ x 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
2𝑦

𝑦

2

0
        {6} 

e) ∫ ∫ cos 𝑠3 𝑑𝑡𝑑𝑠
𝑠2

0

1

0
      {

1

3
sin1 ≐0,28} 

f) ∫ ∫ √1 + 𝑒𝑣𝑑𝑤𝑑𝑣
𝑒𝑣

0

1

0
       {2,894} 



 

14. Vypočtěte integrály: 

a) ∬ 𝑦2𝑑𝐴
𝐷

, 𝐷 = {[𝑥; 𝑦] ∈ 𝑅2;  −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 ∧  −𝑦 − 2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦} {
4

3
} 

b) ∬
𝑦

𝑥5+1
𝑑𝐴

𝐷
, 𝐷 = {[𝑥; 𝑦] ∈ 𝑅2;  0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ∧  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2} {0,1 ln2 ≐ 0,069} 

c) ∬ 𝑥𝑑𝐴
𝐷

, 𝐷 = {[𝑥; 𝑦] ∈ 𝑅2;  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 ∧  0 ≤ 𝑦 ≤ sin 𝑥}  {𝜋 ≐ 3,142} 

d) ∬ 𝑥3𝑑𝐴
𝐷

, 𝐷 = {[𝑥; 𝑦] ∈ 𝑅2;  1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 ∧  0 ≤ 𝑦 ≤ ln 𝑥}   

                                                                                               {
1

16
(3𝑒4 + 1) ≐ 10,3)} 

 

15. Vypočtěte integrály, kde D je ohraničeno danými křivkami: 

a) ∬ 𝑦𝑑𝐴
𝐷

, 𝐷: 𝑥 = 𝑦2; 𝑦 = 𝑥 − 2      {
9

4
} 

b) ∬ 𝑥 cos 𝑦 𝑑𝐴
𝐷

, 𝐷: 𝑦 = 0; 𝑦 = 𝑥2; 𝑥 = 1  {0,5(1 − cos1) ≐ 0,23} 

c) ∬ (𝑥2 + 2𝑦)𝑑𝐴
𝐷

, 𝐷: 𝑦 = 𝑥; 𝑦 = 𝑥3; 𝑥 ≥ 0    {
23

84
≐ 0,27} 

 


