
Komplexní čísla (KČ), základní pojmy
• KČ nikdo nevynalezl, první diskuse a použití v 16. století
• Koncept KČse vyvíjel v průběhu více staletí N c Z c Q c ReC
• 18. století - velký skok ve výzkumu a využití KČ- Carl Friedrich Gauss (zavedl název

imoqinárnt;

Imaginární jednotka (Gauss, Cauchy)

Pozn.:

• Elektrikáři používají pro označení imaginární jednotky písmeno t. protože i používají pro
označení okamžité hodnoty proudu

• My budeme používat obě značení
• Matlab také nerozlišuje i nebo j

Definice:

Každá uspořádaná dvojice [al; az] reálných čísel av az se nazývá komplexní číslo

• Zapisujeme a = [al; az]
• al je reálná část komplexního čísla a, zkrácený zápis Re(a) = al

• az je imaginární část komplexního čísla a, zkrácený zápis Im(a) = az

Dále definujeme:

• Rovnost dvou KČa,b: a = b ~ al = bl 1\ az = bz
• Součet a rozdíl dvou KČa,b: a ± b = [al ± bl; az ± bz]
• Součin dvou KČa,b: a . b = [albl - azbz; albz + aZbl]

• P dřl d KCv b·~,=[albl+a2b2.a2bl-alb2]o I vou a,. 2 2 ' 2 2b b1+b2 b1+b2

• Komplexně sdružené číslo ke KČa: či = [al; -az]
• Opačné KČ ke KČa: -a = [-al; -az]

• Reálné číslo je KČ [al; O]
• Ryze imaginární je KČ [O; az]
• Imaginární jednotka je ryze imaginární číslo i = j = [O; 1]
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Algebraický tvar KČ

Gaussova rovina KČ

množinu všech KČ lze jednoznačně zobrazit na množinu bodů roviny

Absolutní hodnota KČa = [al; az] se nazývá reálné nezáporné číslo [u] = .J af + a~, které
vyjadřuje vzdálenost obrazu KČod počátku soustavy souřadné v Gaussově rovině

• Komplexní jednotka je každé KČ,jehož absolutní hodnota je rovna jedné
• Obrazy všech komplexních jednotek leží na jednotkové kružnici se středem v počátku

soustavy souřadné v Gaussově rovině

lm
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Goniometrický tvar KČ

a = [al; az] = al + azi = lal(cos a + i sin a), kde a nazýváme argument KČ, pro nějž platí:
a1' a2cosa = ~I\sma =~

Základní argument a E (O; 27r)

lm

a=[a.:a2]=lal(cosa+isin

lal
sina

a

cosa Re

Umocňování a odmocňování KČ

Pro libovolná dvě KČ

a = [al; aZ] = al + azi = lal(cos a + i sin a)

b = [bl; bz] = bl + bzi = Ibl(cosP + i sinp)

a pro každé n E N platí:

• an = laln(cosna + i sin na) (Moivreova věta)

• a . b = lallbl [cos(a + p) + i sin(a + P)]
• ; = ::: [cos(a - P) + i sin(a - P)]; b * O

• va je každý z n kořenů binomické rovnice xn = a, a E C, n E N, pro které platí:

x = 'VTQT [cos (a +n
2k7r

) + i sin C +n
2k7r

)]

• V Gaussově rovině KČjsou obrazy všech n kořenů binomické rovnice vrcholy

pravidelného n-úhelníka, který je vepsán kružnici se středem [O; O] a poloměrem 'VTQT
• Komplexní funkce va patří do skupiny tzv. mnohoznačných komplexních funkcí

• p = ~,y = zrr, r = 'VTQT
n n

lm

.'

Re

atd.

x.
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Exponenciální (Eulerův) tvar KČ

a = [al; a2] = al + a2i = lal(cos a + i sin a) = laleia

Kde [u] je absolutní hodnota KČa a a je jeho argument.

• Vztah eia = (cos a + i sin a) se nazývá Eulerův vzorec a určuje vztah mezi
goniometrickými a exponenciálními funkcemi

lm

1 Re

eia = COSIl +i sin a

o cosa

Funkce komplexní proměnné

Funkce w = f(z) definovaná na oblasti .o. E C s funkčními hodnotami v oboru komplexních čísel
se nazývá funkce komplexní proměnné.

• Jednoznačná komplexní funkce ~ je-Ii každému z E .o. přiřazeno právě jedno komplexní
číslo w (např.: w = z + 1)

• Mnohoznačná komplexní funkce ~ je-Ii každému z E .o. přiřazeno více komplexních čísel

(např.: w = vIz+l)
• Algebraický tvar komplexní funkce: w = f(z) = u(x; y) + iv(x; y), kde z = x + iy,

u(x; y), v(x; y) jsou reálné funkce dvou proměnných x a y
• u(x; y) je reálná část f(z), Re(f) = u(x; y)
• v(x; y) je imaginární část f(z), lm(f) = v(x; y)
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Přehled vybraných komplexních funkcí

Název Definiční vzorec Podmínky platnosti
Exponenciální funkce eZ = eX(cosy + i siny) z = x + iy; zE C

Kosinus eiz + e-iz z = x + iy;z E C
cosz = 7.

Sinus eiz _ e-iz z = x + iy;z E C
sinz =

?i
Tangens sinz tt

tgz =-- z 1= (2k + 1) 2"; k E Z
cos 7.

Kotangens cosz z 1=krr: k E Z
cotg z = sin 7.

Kosinus hyperbolický eZ + e z zEC
coshz =

?
Sinus hyperbolický eZ - e z zEC

sinhz =
?

Logaritmická funkce Ln z = lnlzl + iArg(z) zE C; z 1=O
Mocninná funkce za = eaLnz z, a E C; z 1=O

• Funkce e", sinh z, cosh z jsou periodické s periodou Zni
• Funkce sin z, cos z jsou periodické s periodou Ztt

• Funkce Ln z, za jsou mnohoznačné, omezíme-Ii se na Arg(z) E (O; 2rr) dostaneme tzv.
hlavní větev funkce

Pozn.: příklady grafů vybraných komplexních funkcí

~z) = zll2 ilz) = zll3 I(z) = Z 1/4((z) = arcsin z f(z) = log z

Limita funkce komplexní proměnné

• Pojmy: [z - a] < E ~ epsilonové okolí bodu a, O < [z - rz] < E ~ prstencové okolí bodu
a

• Nechť z = x + iy a f(z) = u(x; y) + iv(x; y).

Funkce komplexní proměnné má v bodě a = al + ia, limitu právě tehdy, když reálné funkce
u(x; y) a v(x; y) mají limitu v bodě [al; a2].

• Platí: lim f(z) = lim u(x; y) + i· lim v(x; y)
Z"" a [x;y] ...•[al;aZ] [x;y] ...•[a1;aZ]
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Spojitost funkce komplexní proměnné

• Funkci I(z) komplexní proměnné nazýváme spojitou v komplexním bodě a, jestliže má
v tomto bodě limitu a platí-Ii: lim I(z) = I(a).

z-+a

• Funkci I(z) komplexní proměnné nazýváme spojitou na množině M c C, jestliže je
spojitá v každém bodě množiny M.

ce funkcí komplexní proměnné

• Stejné zavedení jako u reálných funkcí
• Derivace komplexní funkce I(z) v komplexním bodě a nazýváme číslo ť(a) dané

vztahem ť(a) = lim f(z)- f(a)
z-+a z-a

• Pro výpočty derivací platí stejné vzorce jako pro funkce reálné proměnné (viz. MI a M2)
• Jestliže ť(a) existuje, říkáme, že funkce I(z) je diferencovatelná v bodě a
• Jestliže ť(z) existuje v bodě a a v nějakém jeho okolí, nazývá se funkce I(z) Holomorfní

v bodě a

Souvislost mezi derivací funkce komplexní proměnné a parciálními derivacemi její reálné
a imaginární části řeší Cauchy-Riemannovy podmínky:

• Funkce I(z) = u(x; y) + iv(x; y) má v komplexním bodě a = al + ia, derivaci právě
tehdy, když jsou funkce u(x; y) a v(x; y) v A [al; a2] diferencovatelné a platí

au (A) = av (A) /\ au (A) = _ av (A).ax ay ay ax
• Pak ť(a) = au (A) + i av (A) = av (A) - i av (A)ax ax ay ay

ftH:tIffi~komplexnl proměnné - výpočet pomocí parametrizace křivky

• Při integraci funkcí, které nejsou Holomorfní na C {Re(z); [mez); [z]: z}

Nechť je dána I': R ~ C komplexní funkce reálné proměnné t. I': z(t) = x(t) + iy(t); t E (a; (3),

kde x(t),y(t) jsou spojité reálné funkce jedné proměnné t takové, že jejich derivace x'(t),y'(t)
jsou po částech spojité. Potom říkáme, že r je po částech hladká orientovaná křivka v komplexní
rovině začínající v bodě z(a) a končící v bodě z({3).

Z křivek budeme uvažovat úsečky a kružnice (viz. obrázek parametrizace) .

• Úsečka s krajními body Zv Z2 má parametrickou rovnici z(t) = Zl + (Z2 - Zl)t; t E (O; 1)
• Úsečky ležící na souřadnicových osách:

o Na ose x mezi body Zl = a; Zz = (3: z(t) = t; t E (a; (3)
o Na ose y mezi body Zl = iy; Zz = io: z(t) = it; t E (y; o)

• Kladně orientovaná kružnice se středem v bodě za o poloměru r má parametrickou
rovnici z(t) = za + re", t E (O; 2IT)
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Parametrizace

Nechť je w = f(z) komplexní funkce, jednoznačná a spojitá na křivce r. Potom integrál z funkce
f po křivce r je definován takto:

t f(z)dz = J:f[z(t)] . z'(t)dt

o integrálu funkce komplexní proměnné platí řada vět analogických k větám o integrálu reálných
funkcí:

• ~ [kfl (z) + lf2 (z)]dz = k ~ fl (z)dz + l ~ f2(Z) dz
• Skládá-Ii se křivka r z křivek r1 a r2' které mají jediný společný bod (platí analogicky pro n

křivek)

o ~ f(z)dz = ~1 f(z)dz + ~2 f(z)dz

• Značí-Ii křivka r1 opačně orientovanou křivku ke křivce r
o ~ f(z)dz = - ~1 f(z)dz
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Integrál funkce komplexní proměnné - výpočet bez parametrizace křivky

• Při integraci funkcí, které jsou Holomorfní na C nemusíme křivky parametrizovat
• Využíváme Cauchyovu větu nebo Cauchyův vzorec nebo Reziduovou větu (viz. později)

Cauchyova věta:

Jestliže je funkce [(z) holomorfní v jednoduše souvislé oblasti, v níž leží křivka I', potom hodnota

integrálu ~ [(z)dz nezávisí na tvaru křivky I', pouze na jejích krajních bodech a platí:

kde Zl je počáteční bod a Z2 koncový bod křivky I'.

• Pro funkci F(z) platí r(z) = [(z).

• Pro uzavřenou křivku I' v této oblasti platí, že ~ [(z)dz = O.

Cauchvův vzorec:

Jestli-že je komplexní funkce [(z) holomorfní v jednoduše souvislé oblasti 11v níž leží uzavřená
křivka I', potom platí:

,( [(z) dz = f2rri[(zo); jestliže Zo leží uvnitř I'
Jr z - Zo t O; jestliže Zo leží vně r

Reziduová věta (viz. později)

-
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