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Komplexni &isla (KC), zakladni pojmy

KC nikdo nevynalezl, prvni diskuse a poufiti v 16. stoleti

Koncept KC se vyvijel v priib&hu vice staleti Nc ZcQcRcC
18. stoleti — velky skok ve vyzkumu a vyuziti KC — Carl Friedrich Gauss (zaved| nazev

imagindrni)

Imaginarni jednotka (Gauss, Cauchy)

X24+1=0-> x2=-1-> |x|:\/—_]_:i—)1'2:—1

Pozn.:
e Elektrikdfi pouZivaji pro oznaceni imaginarni jednotky pismeno j, protoZe i pouZivaji pro
oznaceni okamZité hodnoty proudu
e My budeme pouzivat obé znaceni
e Matlab také nerozliSuje i nebo j
Definice:

Kazda uspofadana dvojice [a;; a,] redlnych Cisel a,, a, se nazyva komplexni Cislo

Zapisujeme a = [ay; a,]

a4 je redlnd cdst komplexniho Cisla a, zkraceny zépis Re(a) = a4
a, je imagindrni ¢dst komplexniho Cisla a, zkraceny zépis Im(a) = a,

Dale definujeme:

Jsoudénadvé KCa = [ay;ay] ab = [by; b,]

RovnostdvouKCab:a=b < a;, =b; A a, = b,
Soucet a rozdil dvou KC a,b: a + b = [a; *+ by; a, + b,]
Souéin dvou KCa,b: a- b = [a;b; — a,by; a;b, + a,by]

X a a.b,+a,b, a,b,—a;b
Podil dvou K ;_:[11 202, 2204 12]
ukCa,b: - b24b? °  b2+b2

Komplexné sdruzené ¢islo ke KC a: @ = [ay; —a,]

Opacné KCke KC a: —a = [—ay; —ay]

Redlné &islo je KC [a;; 0]

Ryze imaginarni je KC [0; a,]

Imaginarni jednotka je ryze imaginarni Cislo i = j = [0; 1]
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Algebraicky tvar KC

a = [ay;a;] =[ay;0] +[0;a,] = a3 + azi = a; + ayj

Gaussova rovina KC
mnozinu viech KC Ize jednoznaéné zobrazit na mnoZzinu bodd roviny

a = [ay; a;]

Absolutni hodnota K€ a = [a;; a,] se nazyvé redlné nezaporné &islo |a| = \/a? + a3, které
vyjadfuje vzdalenost obrazu KC od po&atku soustavy soufadné v Gaussové roviné

e Komplexni jednotka je kazdé KC, jehoz absolutni hodnota je rovna jedné
e Obrazy vSsech komplexnich jednotek lezi na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku
soustavy souradné v Gaussové roviné

A
Im
- a=[a:;az]
1 lal :
« :
1 ai Re
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Goniometricky tvar KC
a = [ay;a,] = a; + ayi = |a|(cosa + i sina), kde a nazyvéame argument KC, pro néjz plati:
cosa = 2 Asinag =2

lal lal

Zéakladni argument a € (0; 2m)

Im

a=[a1;az]=|al(cosa+isinﬂ{

az

Umociiovani a odmocriovani K€

Pro libovolna dvé KC
a = [a;;a,] = a; + ayi = |a|(cosa + isina)
b = [by; b,] = by + byi = |b|(cosB + isinf)

a pro kazdé n € N plati:

™ = |a|*(cosna + i sinna) (Moivreova véta)

b = |a||b|[cos(a + B) + isin(a + B)]

= M[cos(a - B)+isin(e—pB);b+#0

Ibl
e %a je kazdy z n kofend binomické rovnice x™ = a,a € C,n € N, pro které plati:

a+ 2km a+ 2km
x = 1la| [cos (——) +isin (—)]
n n
eV Gaussové roviné KC jsou obrazy viech n kofen( binomické rovnice vrcholy

pravidelného n-thelnika, ktery je vepsan kruznici se sttedem [0; 0] a polomérem /|a]|
e Komplexni funkce Va patfi do skupiny tzv. mnohoznaénych komplexnich funkci

a 2m
® ﬂ=;,)/:7,7'=n1/|a|

[ ]
TR Q Q
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Exponencialni (Eulertv) tvar KC

a = [a;;a,] = a; + ayi = |a|(cosa + isina) = |a|e'®

Kde |a| je absolutni hodnota KC a a « je jeho argument.

e Vztahe!® = (cosa + i sin ) se nazyva Eulertv vzorec a uréuje vztah mezi
goniometrickymi a exponencialnimi funkcemi

i

2% = cosa+isina

L
cosa / 1 Re

@@

Funkce komplexni proménné

Funkce w = f(z) definovana na oblasti € C s funkénimi hodnotami v oboru komplexnich Eisel
se nazyva funkce komplexni proménné.

e Jednoznacna komplexni funkce — je-li kazdému z € Q) pfifazeno pravé jedno komplexni
Cislow (napf..w =2z+1)

e Mnohoznac¢na komplexni funkce — je-li kazdému z € Q) pfirfazeno vice komplexnich cisel
(napf.w =vVz + 1)

e Algebraicky tvar komplexni funkce: w = f(z) = u(x; y) + iv(x; y), kde z = x + iy,
u(x; y), v(x; y) jsou realné funkce dvou proménnych x a y

e u(x;y) jeredlnd ¢ast f(z), Re(f) = u(x;y)

e v(x;y) je imaginarni éast f(2), Im(f) = v(x; y)

Komplexni ¢isla
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Prehled vybranych komplexnich funkci

Nazev Definicni vzorec Podminky platnosti
Exponencialni funkce e? =e*(cosy +isiny) z=x+iy;z€C
Kosinus e? ez z=x+iy;z€C
cosz=——
Sinus _ e¥ — e~ z=x+iy;z€C
sinz = :
21 -
Tangens tgz = o2 z2# 2k +1)=k€eZ
uz -
Kotangens cotgz =— z+xkmk€Z
sinz__
Kosinus hyperbolicky e‘+e Zz€C
%P t coshz = R
Sinus hyperbolicky ) gt —g " Z€C
sinhz ==
Logaritmicka funkce Ln z = In|z| + iArg(2) z€Cz+0
Mocninna funkce g% = gttt Z,a €C;z#0

e Funkce e?, sinh z, cosh z jsou periodické s periodou 27i

e Funkce sinz, cosz jsou periodické s periodou 2

e Funkce Ln z,z% jsou mnohoznacné, omezime-li se na Arg(z) € (0; 2m) dostaneme tzv.
hlavni vétev funkce

Pozn.: priklady grafti vybranych komplexnich funkci

3 fz) =21

fiz) = arcsin z fizy=logz Rzy=2'2 fizy=z

Limita funkce komplexni proménné

e Pojmy: |z — a| < &€ — epsilonové okoli bodu a, 0 < |z — a| < & — prstencové okoli bodu

a
e Nechtz=x+iyaf(z) =ulxy)+iv(x;y).

Funkce komplexni proménné ma v bodé a = a, + ia, limitu pravé tehdy, kdyz realné funkce

u(x;y) av(x; y) maji limitu v bodé [a;; a,].

e Plati: lim f(z) = lim  u(xy)+ i-lim
z—a [x;y]=lassa;] [xyl-layg;a;

: v(x;y)

[
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Spojitost funkce komplexni proménné
e Funkci f(z) komplexni proménné nazyvame spojitou v komplexnim bodé a, jestlize ma
v tomto bodé limitu a plati-li: lim f(z) = f(a).
z—a

e Funkci f(z) komplexni proménné nazyvame spojitou na mnoziné M c C, jestlize je
spojita v kazdém bodé mnoziny M.

(A A TT)

\Deﬁva/ce funkci komplexni proménné

e Stejné zavedeni jako u redinych funkci

e Derivace komplexni funkce f(z) v komplexnim bodé a nazyvame Cislo f’(a) dané
vztahem f'(a) = im%;(@

e Pro vypocty derivaci plati stejné vzorce jako pro funkce redlné proménné (viz. Ml a M2)

e Jestlize f'(a) existuje, fikame, Ze funkce f(z) je diferencovatelna v bodé a

e Jestlize f'(z) existuje v bodé a a v néjakém jeho okoli, nazyva se funkce f(z) Holomorfni
v bodé a

Souvislost mezi derivaci funkce komplexni proménné a parcialnimi derivacemi jeji rediné
a imaginarni ¢asti rfesi Cauchy-Riemannovy podminky:

e Funkce f(z) = u(x; y) + iv(x; y) ma v komplexnim bodé a = a, + ia, derivaci pravé
tehdy, kdyz jsou funkce u(x; y) a v(x; y) v Ala,; a, ] diferencovatelné a plati
du v du _ _ov
5 ) = '@(A) /\5(1‘1) == (4.

o Pakf(@) =LA +IF@) =T Wi @A)

egrél}unkce/kompl‘ex\néroménné — vypocet pomoci parametrizace kFrivky
e  P¥iintegraci funkci, které nejsou Holomorfnina C {Re(2); Im(2); |z|; Z}
Necht je dana I': R — C komplexni funkce redlné proménné t. I': z(t) = x(t) + iy(t); t € (a;B),

kde x(t), y(t) jsou spojité redlné funkce jedné proménné t takové, Ze jejich derivace x'(t), y'(t)
jsou po castech spojité. Potom fikdme, Ze I je po ¢astech hladka orientovana kfivka v komplexni
roviné zacinajici v bodé z(a) a koncici v bodé z(f3).

Z krivek budeme uvaZovat usecky a kruznice (viz. obrazek parametrizace) -

e Usecka s krajnimi body z,, z, ma parametrickou rovnici z(t) = z; + (z, — zy)t; t € (0; 1)
e Usecky leZici na soufadnicovych osach:
o Naosex mezibodyz, =a; z, = f: z(t) =t;t € (a; B)
o Naosey mezibody z, = iy; z, = i6: z(t) = it;t € (y; 6)
e Kladné orientovanad kruznice se stredem v bodé z, o poloméru r ma parametrickou
rovnici z(t) = z, + re't; t € (0; 2m)
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Parametrizace

Necht je w = f(z) komplexni funkce, jednoznacna a spojita na kfivce I'. Potom integrél z funkce
f po kfivce I' je definovan takto:

B
f f(2)dz = f flz@®] - 2/ (D) dt
r a

O integralu funkce komplexni proménné plati fada vét analogickych k vétam o integralu redinych
funkci: ‘

o & ki@ +1f,(D)dz=k¢ fi(2)dz+1§. fr(2)dz
e Sklada-li se krivka I z kfivek I'; a I, které maiji jediny spolecny bod (plati analogicky pro n
krivek)
o ¢ f(2)dz= Eﬁrl f(2)dz + gﬂ,z f(2)dz

e Znaci-li kfivka I'; opacné orientovanou kfivku ke kfivce I'

o ¢ f(2)dz= —gﬁ.l f(2)dz

(i) ety gl w#H )

—
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Integral funkce komplexni proménné — vypocet bez parametrizace krivky

e Pfiintegraci funkci, které jsou Holomorfni na C nemusime kfivky parametrizovat
e VyuZivame Cauchyovu vétu nebo Cauchyiv vzorec nebo Reziduovou vétu (viz. pozdéji)

Cauchyova véta:

Jestlize je funkce f(z) holomorfni v jednoduse souvislé oblasti, v niz lezi kfivka I', potom hodnota

integralu gﬁr f(z)dz nezévisi na tvaru krivky ', pouze na jejich krajnich bodech a plati:

jgr f@)dz = F(z;) - F(z),

kde z; je poc¢atecni bod a z, koncovy bod kfivky I'.

e Pro funkci F(2) plati F'(z) = f(2).

e Pro uzavienou kfivku I' v této oblasti plati, ze . f(z)dz = 0.
Cauchytiv vzorec:

Jestli-ze je komplexni funkce f(z) holomorfni v jednoduse souvislé oblasti Q v niZ lezi uzaviena
kfivka I', potom plati:

f(2) dz = {Zm'f(zo); jestlize zy lezi uvniti T

r Z— 2 0; jestlize zy lezivnéT

Reziduova véta (viz. pozdéji)
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