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Numerické řešení diferenciálních rovnic 

poznámky k přednáškám 

𝑦´ = 𝑓(𝑥; 𝑦) ;  𝑥 ∈< 𝑎; 𝑏 > 

=> 𝑦 = 𝑓(𝑥);   𝑦 = 𝑦(𝑥0) => počáteční podmínka 

→ Lipschmitova podmínka (Ǝ a jedinečnost řešení) 

Existuje-li taková hodnota L, kde ∀ 𝑥 ∈ < 𝑎; 𝑏 > 𝑎 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅 𝑝𝑙𝑎𝑡í: 

|𝑓(𝑥; 𝑢) − 𝑓(𝑥; 𝑣)| ≤ 𝐿|𝑢 − 𝑣|, pak Ǝ jediné řešení rovnice 𝑦 = 𝑦(𝑥0) 

→zobecnění: �⃗�´ = 𝑓(�⃗�; 𝑥)               �⃗� = (

𝑦1

:
𝑦𝑖

) ; 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖(𝑥) 

→Princip numerických metod 

Síťová metoda (uzly x0 (=a)…..xn (=b)) 

<obrázek> 

-v každém toku sítě najdeme aproximaci x 

-y0 – je první bod sítě (známe x0) 

<graf> 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ∆𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 + ℎ; 𝑆(𝑥𝑖; 𝑦𝑖; ℎ) 

-chyba ∆𝑦 narůstá a) lokální -  v daném kroku 

b) globální - kumulace z předchozích kroků 

=>síťová metoda dává nejpřesnější řešení v okolí počátečního bodu <a;b> 

1. Eulerova metoda 

<graf> 

Př →aproximace integrální křivky (PL) 

[x0;y0]; [x1;y1]; …; [ xn;yn] 

→směrnice úsečky = tečna k1 invertní křivce v bodě [xi;yi] 

𝑘𝑖 = 𝑆 (𝑥𝑖; 𝑦𝑖; ℎ) = 𝑦´(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖)  

=>𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑦´(𝑥𝑖) +  
ℎ2

2
∙ 𝑦´´(𝜉)𝑜𝑑ℎ𝑎𝑑 𝑐ℎ𝑦𝑏𝑦 𝑧 𝑇𝑃 𝑧𝑎𝑛𝑒𝑑𝑏á𝑣á𝑚𝑒  

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑆(𝑥𝑖; 𝑦𝑖; ℎ) =>  𝑦1 = 𝑦0 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥0; 𝑦0) 

𝑦2 = 𝑦1 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥1; 𝑦1) 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑛−1; 𝑦𝑛−1) 



𝑦´ = 𝑓(𝑥; 𝑦)   𝑦(𝑥0) = 𝑦0 

2. Modifikovaná Eulerova metoda  <graf> 

→odhad provedený obdélníkovou metodou na <xi ; xi+1> 

𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖 = ∫ 𝑦´(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

= ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖 +
ℎ

2
; 𝑦𝑖 ∙ (𝑥𝑖 +

ℎ

2
)) 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑓 [𝑥𝑖 +
ℎ

2
; 𝑦𝑖 +

ℎ

2
∙ 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖)] 

𝑦1 = 𝑦0 + ℎ ∙ 𝑓 [𝑥0 +
ℎ

2
; 𝑦0 +

ℎ

2
∙ 𝑓(𝑥0; 𝑦0)] 

𝑦2 = 𝑦1 + ℎ ∙ 𝑓 [𝑥1 +
ℎ

2
; 𝑦1 +

ℎ

2
∙ 𝑓(𝑥1; 𝑦1)] 

3. Euler-Cauchyova metoda <graf> 

→ odhad provedený lichoběžníkovou metodou 

 

𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖 = ∫ 𝑦´(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

=
ℎ

2
∙ [𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ; 𝑦(𝑥𝑖 + ℎ))] 

𝑦(𝑥𝑖 + ℎ) =  𝑦(𝑥𝑖) + ℎ ∙ 𝑦´(𝑥𝑖) = 𝑦(𝑥𝑖) + ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) 

𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖 =
ℎ

2
∙ [𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ; 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖))] 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
ℎ

2
∙ [𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ; 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖))] 

𝑦1 = 𝑦0 +
ℎ

2
∙ [𝑓(𝑥0; 𝑦0) + 𝑓(𝑥0 + ℎ; 𝑦0 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥0; 𝑦0))] 

𝑦2 = 𝑦1 +
ℎ

2
∙ [𝑓(𝑥1; 𝑦1) + 𝑓(𝑥1 + ℎ; 𝑦1 + ℎ ∙ 𝑓(𝑥1; 𝑦1))] 

  



4. Metoda Runge-Kutta (Matlab) 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑆(𝑥𝑖; 𝑦𝑖);  𝑆(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) = 𝛾1 ∙ 𝑘1 + 𝛾2 ∙ 𝑘2 + ⋯ + 𝛾𝑟 ∙ 𝑘𝑟 

𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) 

𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝛼2 ∙ ℎ; 𝑦𝑖 + 𝛽2 ∙ 𝑘1) 

S…směrová funkce pro jednokrokové metody vyšších řádů → získáme-li jako kombinaci různých 

směrnic k1, k2 …kr 

γi …řádový součinitel (z MNO) 

α,β…činitelé, jsou dány s ohledem na velikost r 

R-K 4.řádu: 𝑘1 =  𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖) 

𝑘2 = 𝑓 [𝑥𝑖 +
ℎ

2
; 𝑦𝑖 + ℎ ∙

𝑘1

2
] 

𝑘3 = 𝑓 [𝑥𝑖 +
ℎ

2
; 𝑦𝑖 + ℎ ∙

𝑘2

2
] 

𝑘4 = 𝑓 [𝑥𝑖 +
ℎ

2
; 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑘3] 

𝑆 =
1

6
∙ (𝑘1 + 2 ∙ 𝑘2 + 2 ∙ 𝑘3 + 𝑘4) 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ ∙ 𝑆 

  



Numerické řešení soustav ODR1.Ř 

Maticový zápis: (
𝑦´1

𝑦´2
) = (

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) (

𝑦1

𝑦2
) + (

0
𝑓(𝑥)

) 

Eulerova metoda: 

𝑦(𝑖+1)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =𝑦(𝑖)⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗ +ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦
𝑖
) 

Rozepíšeme: 𝑦1(𝑖+1) = 𝑦1(𝑖) + ℎ ∙ 𝑓1(𝑥𝑖; 𝑦1(𝑖); 𝑦2(𝑖)) 

Pouze 2 rovnice: 𝑦2(𝑖+1) = 𝑦2(𝑖) + ℎ ∙ 𝑓2(𝑥𝑖; 𝑦1(𝑖); 𝑦2(𝑖)) 

Převod LODR2.Ř na soustavu ODR1.Ř 

Př: a) 

𝑦´´ + 2 ∙ 𝑦´ − 𝑦 = 0 

(𝑦 = 𝑦1)´ → 𝑦´ = 𝑦1´ = 𝑦2 

(𝑦 = 𝑦2)´ → 𝑦´´ = 𝑦2´ 

DOZ: 𝑦2´ + 2 ∙ 𝑦2 − 𝑦1 = 0 

𝑦1´ = 𝑦2 

𝑦2´ = −𝑦1 − 2 ∙ 𝑦2 

Maticově: (
𝑦1´
𝑦2´

) = (
0 1

−1 −2
) (

𝑦1

𝑦2
) 

b) 𝑦´´ + 2 ∙ 𝑦´ − 𝑦 = f(x) 

DOZ: 𝑦2´ + 2 ∙ 𝑦2 − 𝑦1 = f(x) 

𝑦1´ = 𝑦2 

𝑦2´ = −𝑦1 − 2 ∙ 𝑦2+ f(x) 

Maticově: (
𝑦1´
𝑦2´

) = (
0 1

−1 −2
) (

𝑦1

𝑦2
) + (

0
𝑓(𝑥)

) 

 


