
 

 

Vytvořeno v rámci projektu Rozvoj kvality vzdělávání, hodnocení 

a strategického řízení na Univerzitě Pardubice, reg. č. 

CZ.02.2.69/0.0/0.0/16_015/0002320 

  



Numerická integrace 

poznámky k přednáškám 

Numerická integrace 

Neznáme explicitní tvar funkce 

Známe ho, ale je složitý 

Přibližný výpočet integrálu 

Metody jsou založeny na nahrazení funkce interpolačním polynomem 

 

Obecná formulace úlohy 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

; 𝑎 < 𝑏 ∈ ℝ 

Newton-Cotesovy kvadratické vzorce uzavřeného typu – uzly – krajní body 

Newton-Cotesovy kvadratické vzorce otevřeného typu – uzly – středy 

 

Newton-Cotesovy kvadratické vzorce (NCKV) uzavřeného typu 

〈𝑎; 𝑏〉 rozdělen na ekvidistantní uzly 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 

ℎ𝑟 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 

Na každém intervalu 〈𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖〉, 𝑖 = 1;… ; 𝑛 nahradíme integrant Lagrangeovým interpolačním 

polynomem (LIP) stupně k 

𝐿𝑖,𝑘 : ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

≈ ∫ 𝐿𝑖,𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 

 

Jednoduchý NCKV stupně k 

Pak na malém intervalu 〈𝑎; 𝑏〉 platí složený NCKV 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≈∑ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

≈∑ ∫ 𝐿𝑖,𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

 

Stanovení chyby 𝑅𝑘(𝑓) na 〈𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖〉 



𝑅1,𝑘(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

− ∫ 𝐿𝑖,𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

= ∫
𝑓(𝑘+1)(𝜂𝑖)

(𝑘 + 1)!
(𝑥 − 𝑡0)… (𝑥 − 𝑡𝑘)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 

𝑡𝑘 vnitřní uzly ke konstrukci LIP 

𝑓(𝑘+1)(𝜂𝑖) odhadujeme 𝑀 = max
𝑥∈〈𝑎;𝑏〉

|𝑓(𝑘)(𝑥)| 

 

 

Obdélníková metoda (k = 0) NCKV 

𝑓(𝑥) nahradíme na každém podintervalu polynomem nultého stupně (konstantou) 

na 〈𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖〉 𝑓(𝑥) ↷ 𝐿𝑖,0 = 𝑓(𝑥𝑖−1) 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

≈ ∫ 𝑓(𝑥𝑖−1)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

= 𝑓(𝑥𝑖−1) ⋅ [𝑥]𝑥𝑖−1
𝑥𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖−1) 

 

na 〈𝑎; 𝑏〉 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≈∑ ∫ 𝐿𝑖,0(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

=∑ ∫ 𝑓(𝑥𝑖−1)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= ℎ∑𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

= ℎ(𝑓0 + 𝑓1 +⋯+ 𝑓𝑛−1) 

složené obdélníkové pravidlo 

 

Chyba 

𝑅0(𝑓) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

− ℎ∑𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

=∑ ∫
𝑓′(𝜂)

1!
(𝑥 − 𝑥𝑖−1)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

=∑
𝑓′(𝜂)

1!
∫(𝑥 − 𝑥𝑖−1)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= |
substituce ℎ =

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑥 = 𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ;  𝑡 ∈ 〈0; 1〉

𝑑𝑥 = ℎ 𝑑𝑡

| =∑𝑀𝑖
ℎ2

2

𝑛

𝑖=1

 

∫(𝑥 − 𝑥𝑖−1)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

= ∫𝑡ℎ ⋅ ℎ 𝑑𝑡

1

0

= ℎ2∫𝑡 𝑑𝑡

1

0

= ℎ2 [
𝑡2

2
]
0

1

=
1

2
ℎ2 

𝑥 − 𝑥𝑖−1 = 𝑡ℎ 

𝑑𝑥 = ℎ 𝑑𝑡 

pro 𝑥 = 𝑥𝑖−1: 0 = 𝑡ℎ → 𝑡 = 0 

pro 𝑥 = 𝑥𝑖 : 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1⏟      
ℎ

= 𝑡ℎ 

ℎ = 𝑡ℎ 



ℎ − 𝑡ℎ = 0 

ℎ(1 − 𝑡) = 0 → 𝑡 = 1 

 

na 〈𝑎; 𝑏〉 |𝑅0(𝑓)| ≤ 𝑀1 ⋅
ℎ2

2
⋅ 𝑛 = 𝑀1 ⋅

(𝑏−𝑎)2

2𝑛
 

𝑀1 = max
𝑥∈〈𝑎;𝑏〉

|𝑓′(𝑥)| 

 

 

Příklad:  {přesná hodnota: [− cos 𝑥]0

𝜋

2 = −cos
𝜋

2
+ cos 0 = 0 + 1 = 1 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

x sin x 

0 0 
𝜋

8
 0,3827 

𝜋

4
 0,7071 

3𝜋

8
 0,9239 

𝜋

2
 1 

∫ sin𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

≐
𝜋

8
(0 + 0,3827 + 0,7071 + 0,9239) ≐ 0,7884 

Odhad chyby: 

𝑀1 ⋅
(
𝜋
2 − 0)

2

2 ⋅ 4
= 1

(
𝜋
2)

2

8
=
𝜋2

4
⋅
1

8
=
𝜋2

32
≐ 0,3084 

𝑓(𝑥) = sin𝑥 

𝑓′(𝑥) = cos 𝑥 → max na 〈0;
𝜋

2
〉  je 1 

[=> přesná hodnota leží v (0,7884 ± 0,3084)] 

 

 

Lichoběžníková metoda (NCKV 1. stupně) 

Nahrazujeme v každém 〈𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖〉, 𝑖 = 1;… ; 𝑛 𝑓(𝑥) 

𝐿𝑖,1(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖−1)
𝑥 − 𝑥𝑖
𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑥𝑖)
𝑥 − 𝑥𝑖−1
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

; 𝑖 = 1;… ; 𝑛 



na 𝑥 ∈ 〈𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖〉 

𝐿𝑖,1(𝑥); ℎ = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 

[𝑥𝑖−1; 𝑓(𝑥𝑖−1)]

[𝑥𝑖; 𝑓(𝑥𝑖)]
} 𝐿𝑖,1(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖−1) ⋅

𝑥 − 𝑥𝑖
𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑥𝑖)
𝑥 − 𝑥𝑖−1
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

≐ ∫ [𝑓(𝑥𝑖−1)
𝑥 − 𝑥𝑖
𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑥𝑖)
𝑥 − 𝑥𝑖−1
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

] 𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

=
𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖⏟      
−ℎ

∫(𝑥 − 𝑥𝑖)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

+
𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1⏟      
ℎ

∫(𝑥 − 𝑥𝑖−1)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

=

|

|

substituce: 𝑥 = 𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ; 𝑡 ∈ 〈0; 1〉

𝑑𝑥 = ℎ 𝑑𝑡
pro 𝑥 = 𝑥𝑖−1: 𝑥𝑖−1 = 𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ ⇒ 𝑡 = 0

pro 𝑥 = 𝑥𝑖: 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = 𝑡ℎ

ℎ = 𝑡ℎ
ℎ(1 − 𝑡) = 0 ⇒ 𝑡 = 0

|

|

= |

pro chybu: ⊕
𝑥 − 𝑥𝑖−1 = 𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ − 𝑥𝑖−1

𝑥 − 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ − 𝑥𝑖 = 𝑡ℎ − ℎ = ℎ(𝑡 − 1)
| 

= −
𝑓(𝑥𝑖−1)

ℎ
∫(𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ − 𝑥𝑖)ℎ 𝑑𝑡

1

0

+
𝑓(𝑥𝑖)

ℎ
∫(𝑥𝑖−1 + 𝑡ℎ − 𝑥𝑖−1)ℎ 𝑑𝑡

1

0

= −
𝑓(𝑥𝑖−1)

ℎ
∫(ℎ(𝑡 − 1))ℎ 𝑑𝑡

1

0

+
𝑓(𝑥𝑖)

ℎ
∫(𝑡ℎ)ℎ 𝑑𝑡

1

0

= −
𝑓(𝑥𝑖−1)

ℎ
⋅ ℎ2∫(𝑡 − 1)𝑑𝑡

1

0

+
𝑓(𝑥𝑖)

ℎ
ℎ2∫𝑡 𝑑𝑡

1

0

= −ℎ𝑓(𝑥𝑖−1) [
𝑡2

2
− 𝑡]

0

1

+ ℎ𝑓(𝑥𝑖) [
𝑡2

2
]
0

1

= −ℎ𝑓(𝑥𝑖−1) [(
1

2
− 1) − (0 − 0)] + ℎ𝑓(𝑥𝑖) [

1

2
−
0

2
] =

ℎ

2
𝑓(𝑥𝑖−1) +

ℎ

2
𝑓(𝑥𝑖)

=
ℎ

2
[𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖)] 

 

na 〈𝑎; 𝑏〉 



∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≈∑
ℎ

2
[𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖)]

𝑛

𝑖=1

=
ℎ

2
{ [𝑓(𝑥0) + 𝑓(𝑥1)]𝑖=1 + [𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)]𝑖=2 +⋯+ [𝑓(𝑥𝑛−2) + 𝑓(𝑥𝑛−1)]𝑖=𝑛−1

+ [𝑓(𝑥𝑛−1) + 𝑓(𝑥𝑛)]𝑖=𝑛 } =
ℎ

2
[𝑓(𝑥0) + 2∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛−1

𝑖=2

+ 𝑓(𝑥𝑛)]

=
ℎ

2
[𝑓(𝑎) + 2∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛−1

𝑖=2

+ 𝑓(𝑏)] 

 

Odhad chyby: 

𝑅𝑖,1(𝑓) =
𝑓′′(𝜂)

2!
∫(𝑥 − 𝑥𝑖−1)(𝑥 − 𝑥𝑖)𝑑𝑥

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

= |stejná substituce| =
𝑓′′(𝜂)

2
∫
𝑡ℎ ⋅ ℎ(𝑡 − 1)ℎ 𝑑𝑡

⊕

1

0

=
𝑓′′(𝜂)

2
⋅ ℎ3∫(𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡

1

0

=
𝑓′′(𝜂)

2
ℎ3 [

𝑡3

3
−
𝑡2

2
]
0

1

=
𝑓′′(𝜂)

2
ℎ3 [

1

3
−
1

2
]

= −
1

12
ℎ3𝑓′′(𝜂) = −

1

12
ℎ3𝑀2 

|𝑅1(𝑓)| ≤ 𝑛 ⋅
1

12
ℎ3𝑀2 =

𝑛 ⋅ 𝑀2
12

(𝑏 − 𝑎)3

𝑛3
=

𝑀2
12𝑛2

(𝑏 − 𝑎)3;  𝑀2 = max
𝑥∈〈𝑎;𝑏〉

|𝑓′′(𝑥)| 

 

Příklad: 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

x sin x 

0 0 
𝜋

8
 0,3827 

𝜋

4
 0,7071 

3𝜋

8
 0,9239 

𝜋

2
 1 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

≐

𝜋
8
2
(0 + 2(0,3827 + 0,7071 + 0,9239) + 1) ≐ 0,9871 

Odhad chyby: 

𝑀2
12𝑛2

(𝑏 − 𝑎)3 =
𝑀2

12 ⋅ 42
⋅ (
𝜋

2
− 0)

3

=
1

12 ⋅ 16
⋅
𝜋3

8
=

𝜋3

1536
≐ 0,0202 



𝑓(𝑥) = sin𝑥 

𝑓′(𝑥) = |cos𝑥| 

𝑓′′(𝑥) = |− sin𝑥| ⇒ 𝑀2 = 1 

[=> přesná hodnota leží v (0,9871 ± 0,0202)] 

 

 

 

Souhrn NCKV k-tého stupně 

k Název Jednoduché Složené Chyba 

0 
Obdélníková 

metoda 
ℎ ⋅ 𝑓(𝑥𝑖−1) ℎ∑𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

 

𝑀1 ⋅
𝑏 − 𝑎

2𝑛
 

 

𝑀1
= max
𝑥∈〈𝑎;𝑏〉

|𝑓′(𝑥)| 

1 
Lichoběžníková 

metoda 

ℎ

2
(𝑓(𝑥𝑖−1)

+ 𝑓(𝑥𝑖)) 

ℎ

2
[𝑓(𝑎) + 2∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛−1

𝑖=2

+ 𝑓(𝑏)] 

𝑀2
12𝑛2

(𝑏 − 𝑎)3 

 

𝑀2
= max
𝑥∈〈𝑎;𝑏〉

|𝑓′′(𝑥)| 

2 
Simpsonova 

metoda 

ℎ

3
(𝑓(𝑥𝑖−1) + 4𝑓(𝑠)

+ 𝑓(𝑥𝑖)) 

 

𝑠 střed 𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖 

ℎ

3
[𝑓(𝑥0) + 2∑𝑓(𝑥2𝑖)

𝑛−1

𝑖=1

+ 4∑𝑓(𝑥2𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

+ 𝑓(𝑥2𝑛)] 

𝑀4
2880𝑛4

(𝑏 − 𝑎)5 

 

𝑀4
= max
𝑥∈〈𝑎;𝑏〉

|𝑓𝐼𝑉(𝑥)| 

 

 


