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Numerické řešení soustav lineárních 

rovnic 

poznámky k přednáškám 

Výpočet vlastních čísel matic 

hledáme λ, které je řešením maticové rce: 

Ax = λx  

A… čtvercová, řádu N 

λ… vl. číslo matice A 

x… vl. vektor matice A 

spektrum matice A .. množina všech vl. čísel 

E… jednotková matice 

𝐴𝑥 − λx = 0 

(𝐴 − λE)x = 0 

homogenní soustava rovnic – determinant |𝐴 − λE| = 0 

určením tohoto determinantu dostaneme polynom p (λ) stupně n – charakteristický polynom 

charakteristická rce p(λ) = 0 – kořeny λ … vlastní čísla A 

Př. 𝐴 =  (
2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2

) 

charakter. rce: |
2 − λ −3 1

1 −2 − λ 1
1 −3 2 − λ

| 

sarussovo pravidlo: (2 − λ)(−2 − λ)(2 − λ) − 3 − 3— 2 − λ + 3(2 − λ) + 3(2 − λ) = 0 

(−4 − 2λ + 2λ + λ2)(2 − λ) − 6 + 2 + λ + 6(2 − λ) = 0 

−8 + 4λ + 2λ2 − λ3 − 6 + 2 + λ + 12 − 6λ = 0 

−λ3 + 2λ2 − λ = 0 

λ3 − 2λ2 + λ = 0 

λ(λ2 − 2λ + 1) = 0 

λ(λ − 1)2 = 0 =>  λ1 = 0 λ23 = 1 𝑠𝑝𝑒𝑘𝑡𝑟𝑢𝑚 {0; 1} 

vlastní vektor příslušný vl. číslu λ1=0 



(
2 − 0 −3 1

1 −2 − 0 1
1 −3 2 − 0

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
0
0
0

) =

>  (
2 −3 1
1 −2 1
1 −3 2

|
0
0
0

) ~ (
2 −3 1
0 1 −1
0 3 −3

|
0
0
0

) ~ (
2 −3 1
0 1 −1
0 0 0

|
0
0
0

) 

volíme: 𝑥3 = 𝑡 

𝑥2 − 𝑡 = 0 →  𝑥2 = 𝑡 

2𝑥1 − 3𝑡 + 𝑡 = 0 →  𝑥1 = 𝑡 

vektor: (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
𝑡
𝑡
𝑡
) < 𝑡 (

1
1
1

), vlastní vektor pro λ1 = 0 

vl. vektor příslušný vl. číslem λ23 = 0 

(
2 − 1 −3 1

1 −2 − 1 1
1 −3 2 − 1

|
0
0
0

) ~ (
1 −3 1
1 −3 1
1 −3 1

|
0
0
0

) ~ (
1 −3 1
0 0 0
0 0 0

|
0
0
0

) 

volím: 𝑥3 = 𝑠 

𝑥2 = 𝑡 

𝑥1 = 3𝑡 − 𝑠 

(

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
3𝑡 − 𝑠

𝑡
𝑠

) = (
3
1
0

) 𝑡 + (
−1
0
1

) 𝑠 

volím: t = s = 1 

(
2
1
1

) vlastní vektor pro λ23 = 1 

 

NUMERICKÉ ŘEŠENÍ SOUSTAV LIN. ROVNIC 

- nejdůležitější kapitola  diskretizacelinearizace 

𝐴𝑥 = 𝑏  𝐴 = (
𝑎11 … 𝑎1𝑁

𝑎𝑀1 … 𝑎𝑀𝑁
)  𝑏 = (

𝑏1

⋮
𝑏𝑀

) x= (

𝑥1

⋮
𝑥𝑁

) 

Řešitelnost  Frobeniova věta  ℎ(𝐴) = 𝑛 Regulární matice ! řešení 

    ℎ(𝐴) < 𝑛  řešení, parametrické 

    ℎ(𝐴) ≠ ℎ(𝐴|𝑏)      0 řešení 

 2 hlavní skupiny řešení:  

Přímé metody  transformace matice soustavy na  matici 

  (pro plné matice)  LK rozklad, GEM, GEM – JORDANOVA MODIFIKACE 



Iterační metody limita posloupnosti vektorů 

  (pro řídké matice)  metody: Jacobiho, Gauss- Seidelova, největšího spádu, 

gradientní, relaxační … 

 Cramerovo pravidlo  𝑥 =
𝐷𝑥1

𝐷
; … ; 

𝐷𝑥𝑁

𝐷
  pro velké soustavy výpočtově náročné 

       špatně podmíněné 

 

PŘÍMÉ METODY 

METODA L-U ROZKLADU 

Princip: rozklad matice A na součin dvou  matic 𝐴 = 𝐿 ∙ 𝑢 

Matice L – všechny prvky čtvercové matice leží nad hl. diag = 0 

 U -            pod hl. diag = 0 

 

𝐴𝑥 = 𝑏 𝐴 = 𝐿 ∙ 𝑢 

𝐿𝑢𝑥 = 𝑏 Nejdříve řešíme: 𝐿𝑦 = 𝑏 y… pomocný vektor mat. 

𝑢𝑥 = 𝑦 poté  𝑢 ∙ 𝑥 = 𝑦 

- uplatnění zejména, řešíme-li více systémů se stejnou maticí A 

 Post. Podmínky pro LUR 

 pro každou čtvercovou matici A, které má všechny hlavní subdeterminanty různé od 0 

  matice L a U, tak že platí 𝐴 = 𝐿 ∙ 𝑢 

 LUR rozklad je dán jednoznačně  1. diag. Prvky matice L jsou 1 (Doolittlův rozklad) 

      2 . diag. Prvky matice U jsou 1 (Croutův rozklad) 

 

Př: 

2𝑥1 + 𝑥2 = 3
6𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 5

4𝑥1 + 14𝑥2 − 7𝑥3 = −5
  Maticově (

2 1 0
6 6 −2
4 14 −7

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
3
5

−3
) 

   

𝐴 = (
2 1 0
6 6 −2
4 14 −7

) = (

𝑙11 0 0
𝑙21 𝑙22 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33

) ∙ (

𝑢11 𝑢12 𝑢13

0 𝑢22 𝑢23

0 0 𝑢33

) 

a) DOOLITTLE 𝑙11 = 𝑙22 = 𝑙33 = 1 

b) CROUT 𝑢11 + 𝑢22 + 𝑢33 = 1 



 

aplikujeme Doolittla 

(
2 1 0
6 6 −2
4 14 −7

) = (
1 0 0
3 1 0
2 4 1

) ∙ (
2 1 0
0 3 −2
0 0 5

) = (
1 0 0
3 1 0
2 4 1

) (
2 1 0
0 3 −2
0 0 1

) 

 

2 = 𝑢11 6 = 2𝑙21 𝑙21 = 3   4 = 2𝑙31 𝑙31 = 2 

1 = 𝑢12 6 = 3 + 𝑢12 𝑢12 = 3  14 = 2 + 3𝑙32 𝑙32 = 4 

0 = 𝑢13 −2 = 0 + 𝑢23 𝑢23 = −2   −7 = 0 − 8 + 𝑢33 𝑢33 = 1 

 

𝐿 ∙ 𝑦 = 𝑏 

(
1 0 0
3 1 0
2 4 1

) (

𝑦1

𝑦2

𝑦3

) = (
3
5

−5
)  (

𝑦1

𝑦2

𝑦3

) = (
3

−4
5

) 

𝑦1 = 3 

3 ∙ 3 + 𝑦2 = 5 𝑦2 = −4    přímá substituce 

2 ∙ 3 + 4 ∙ (−4) + 𝑦3 = −5 𝑦3 = 5 

 

𝑢 ∙ 𝑥 = 𝑦 

(
2 1 0
0 3 −2
0 0 1

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
3

−4
5

) 

 

𝑥3 = 5 

3𝑥2 − 2 ∙ 5 = −4 𝑥2 = 2     

2𝑥1 + 2 + 0 = 3 𝑥1 =
1

2
 

 

𝑥 = (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
1/2

2
5

) 

 

ITERAČNÍ METODY (IM) 

NORMA VEKTORU:  ‖𝑎⃗‖1 = √𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2   Euklidova norma 

𝑎⃗ = (𝑎1; 𝑎2; 𝑎3)  ‖𝑎⃗‖2 = 𝑚𝑎𝑥 (|𝑎1|; … ; |𝑎2|) 



    ‖𝑎⃗‖3 = |𝑎1|+. . . +|𝑎3| 

NORMY MATIC  

A    ‖𝐴‖1 = √𝜆0  𝑥0 = 𝑚𝑎𝑥(𝜆1; … ; 𝜆𝑛)  Spektrální NORMA 

    ‖𝐴‖2 = 𝑚𝑎𝑥𝑗 (∑(𝑎𝑖𝑗)  Sloupcová norma 

    ‖𝐴‖3 = 𝑚𝑎𝑥𝑖 (∑(𝑎𝑖𝑗)  Řádková norma 

   Spektrální poloměr matice 𝑆(𝐴) = max(|𝜆1|; |𝜆2|; … ; |𝜆𝑛|) 

IM→ 𝐴𝑥 = 𝑏 → 𝑧𝑎𝑠𝑡á𝑣á𝑚𝑒 𝑠𝑙𝑖𝑏. 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑐𝑖 𝑥(0)  → 𝑥 

 → 𝑥 = 𝐻𝑥 + 𝑘 =;  𝑥(𝑘) = 𝐻. 𝑥(𝑘−1) + 𝑘 

JACOBIHO METODA    A regulární, diagonálně dominantní (𝑎𝑖𝑗) > ∑ (𝑎𝑖𝑗)𝑖≠1  

  𝐴 = 𝐷 + 𝐿 + 𝑈    𝐷 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑛í 

       𝐿 𝑑𝑜𝑙𝑛í 𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑒 

       𝑢 ℎ𝑜𝑟𝑛í 𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑒 

(𝐷 + 𝐿 + 𝑈). 𝑥 = 𝑏 

     𝐷𝑥 = −(𝐿 + 𝑈)𝑥 + 𝑏 

     𝑥 = −𝐷−1(𝐿 + 𝑈). 𝑥 + 𝐷−1. 𝑏 

Př       Metoda pos. aproximací 

10𝑥1 + 𝑥2 = 11 ⇒ 𝑥1 = 1,1 − 0,1𝑥2   (
𝑥1

𝑥2
) = (

0
−0,1

−0,1
0

) (
𝑥1

𝑥2
) + (

1,1
−0,3

) 

𝑥1 + 10    = −9 ⇒ 𝑥2 = −0,9 − 0,1𝑥1 

 

GAUSS-SAIDELOVA METODA    (HODNOTA POSTUPNÝCH OPRAV) 

A: Symetrická, pozitivně definitní  

(𝐷 + 𝐿 + 𝑢)𝑥 = 𝑏 

(𝐷 + 𝐿)𝑥 + 𝑢𝑥 = 𝑏 

(𝐷 + 𝐿). 𝑥 = 𝑏 − 𝑢 . 𝑥         /. (𝐷 + 𝐿)−1 

𝑥 = (𝐷 + 𝐿)−1 − 𝑏 − (𝐷 + 𝐿)−1. 𝑢 . 𝑥 

Př: 

10𝑥1 + 𝑥2 = 11 ⇒ 𝑥1 = 1,1 − 0,1𝑥2   (
𝑥1

𝑥2
) = (

0
−0,1

−0,1
0

) (
𝑥1

𝑥2
) + (

1,1
−0,3

) 

𝑥1 + 10    = −9 ⇒ 𝑥2 = −0,9 − 0,1𝑥1 

𝑝𝑟𝑜 𝑣ý𝑝𝑜č𝑒𝑡 𝑡𝑜ℎ𝑜𝑡𝑜 𝑢ž 𝑣𝑦𝑢ží𝑣á𝑚 𝑥1 𝑧 𝑡é𝑡𝑜 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑐𝑒 ( 𝑛𝑒 𝑧 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑙é)

⇒ (
𝑥1

𝑥2
)

𝑘𝑀

= (
0

−0,1
−0,1

0
) (

𝑥1

𝑥2
)

𝑘

+ (
0

−0,1
−0,1

0
) (

𝑥1

𝑥2
) + (

1,1
−0,3

)    



Protože 𝑥1 𝑢ž 𝑧𝑛á𝑚 𝑧 2𝑘 + 1 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐𝑒 

Nemůžeme obecně říct, která metoda konverguje rychleji 

 


