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Fourierovy Rady

e Joseph Fourier (1768-1830) resil problematiku vedeni tepla a potfeboval vyjadrit funkci
f(x) jako nekonecnou fadu sinG a kosinG

f(x)=ay+ Z(an cosnx + b, sinnx) =

n=1

= ay + a; cosx + b; sinx + a, cos 2x + b, sin 2x + a3 cos 3x + bz sin3x + -+ D

e Dfive uz Daniel Bernoulli a Leonard Euler pouzivali tuto fadu pfi zkoumani problému
kmitani struny a v astronomii

e Rada v rovnici (1) se nazyva Trigonometricka Rada (TR) nebo Fourierova Fady

VyjadFeni funkce ve tvaru TR je v nékterych aplikacich vhodné&jsi neZ Taylorova mocninnd

rada (hlavné v pripadech periodickych jevl — kmitani apod.)

e Zatinadme pFedpokladem, Ze TR konverguje a spojita funkce f(x) je jejim sou¢tem na
intervalu (—m; ) tak, ze

f(x)=a0+Z(ancosnx+bnsinnx), —nT<x<T. 2)
n=1

N&s ukol je nalézt vztahy pro koeficienty a, a,, a b, v zavislosti na f(x).

V prikladech 1, 2 a 3 jsme odvodili vztahy:

ag = %f_ﬂnf(x)dx, a, = %f_”nf(x) cosnxdx, n=1,2,3,-, a
b, = %ffnf(x) sinnxdx, n=1,2,3,.

Predpokladali jsme, Ze f(x) je spojita.

Nyni definici rozsifime a budeme pozadovat, jen aby funkce f(x) byla alespori po ¢astech spojitd
na intervalu (—; 1), kromé koneéného poctu bodd, kde spojita neni.

Definice:
Necht funkce f (x) je po ¢astech spojita na intervalu (—; ). Potom Fourierova fada funkce f (x)
jefada ay + Y= (a, cosnx + b, sinnx), kde koeficienty a, a,, a b, jsou definovany:

ap = %ffnf(x)dx, a, = %f_nnf(x) cosnxdx ab, = %f_nnf(x) sinnx dx a jsou nazyvany

Fourierovymi koeficienty funkce f(x).
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Obrazek k prikladu 5:
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e Na obrazku vidime, Ze se zvétSujicim se n se S, (x) stava stale lepsi aproximaci grafu
f(x). Vypada to, Ze graf S,,(x) se blizi grafu f (x), kromé bodu 0 nebo +. Jinymi slovy to
vypada, jako Ze funkce f(x) se rovna souctu jeji Fourierovy fady kromé bod, kde neni
funkce f(x) spojita.

e Toto je typické pro po ¢astech spojitou funkci, ktera ma konec¢ny pocet bodl nespojitosti

e Vbodé a, kde neni funkce f(x) spojita existuji jednostranné limity: xlircrl1+ fl)=fx+),

resp. lim f(x) = f(x —).
x—a
FourierGv konvergencni teorém (FKT):

Je-li f(x) periodicka funkce s periodou 27 a f(x) a f"(x) jsou po ¢astech spojité na intervalu
(—m; ), potom je Fourierova rfada konvergentni. Soucet Fourierovy fady je roven funkci f(x) ve
vSech bodech, kde je funkce f(x)spojita. Tam, kde funkce f (x) neni spojitd, je soucet Fourierovy

fady roven aritmetickému priméru limity zleva a zprava % [fix+)+ flx—)]

e Pokud aplikujeme FKT na funkci z pfikladu 5 (¢tvercova vina) dostaneme:
o f(x+)=1,f(x—-)=0.

e Primérna hodnota je tedy % Stejné je to i pro body nespojitosti nr.

(1. 2
-+ Z ———sin(2k — Dx,pro x # nn
vneN; f(x) = { 2 k=1(2k —Dm
1
k 5/ ProX =nm
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Funkce s periodou 2L

e Pokud je funkce f(x) periodick3, ale perioda neni 27, mliZeme nalézt Fourierovu fadu
pomoci substituce

e Predpokladejme, Ze f(x) ma periodu 2L, tak, ze f(x + 2L)= f(x) Vx

e Zavedeme substitucit = % a dostaneme g(t) = f(x) = f(%)

e Potom funkce g(t) md periodu 2 a x = +L odpovida t = +.

Fourierova fada funkce g(t) je: g(t) = ag + Yp=1(an cosnt + b, sinnt) aag = %ffng(t)dt,
a, = %f_”ng(t) cosntdt,ab, = %ffng(t) sinnt dt.

. wee . . L
e Pokud nyni pouZijeme substituci x = ;t, potom t = HTX dt = %dx dostaneme:

Jestlize f(x) je po Castech spojita funkce na intervalu (—L; L), pak je jeji Fourierova fada

f() =ao+ i [an cos () + busin ()]
n=1

kde

a = - [7, f(t)dx,

apron =1,

L L
a, = % f f(x) cos (nLLx) dx, b, = % f f(x) sin (?) dx.
2L -L

e FKT plati i pro periodické funkce s periodou 2L.
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Fourierovy Rady (FR) - shrnuti

e Readlnou funkci na kone¢ném intervalu vyjadfime ve tvaru nekonecné rady, ktera se
sklada ze sind a kosind (tvar FR)

Definice a vlastnosti FR

v sy a . 21 .
Nekonecna fada tvaru 70 + Yn-q1(a, cosnwt + b, sinnwt), kde w = 7 Se nazyva

Trigonometrickou Fadou s periodou T.
NechtT >0af:(a;a+T)—>R

e jeredlna funkce redlné proménné
e je natomto intervalu po ¢astech spojita
e ma po castech spojitou derivaci (=po castech hladka),

potom mlzeme k funkci f sestrojit trigonometrickou radu s periodou T, ve které pro cisla a,, a b,
, 2 ca+T 2 ca+T .
plati: a, = ;fa f(t) cosnwt dt; b, = ;fa f(t) sinnwt dt.

Tuto fadu nazyvame Fourierovou fadou funkce f a piSeme:

Ag - . 21
~ — a, cosnw nSinnwt),w = —
IGEE +Z( t+b £) -

n=1

Cisla a,, a b, se nazyvaji Fourierovy koeficienty

e Soucet FR je roven zadané funkci tam, kde je funkce spojita:

a
fl) = ?0+ Z(an cosnwt + b, sinnwt),t € (a;a+T)
n=1

e V bodech nespojitosti se soucet rovna aritmetickému praméru limity zprava a limity
zleva:

% + ;(an cosnwt + b, sinnwt) = %[f('f)+ +f(®O7]

Necht funkce f(t) je po ¢astech hladka na symetrickém intervalu <_§;§>' Potom:

21

T
e Je-liSUDA, pak b, =0,a, = %fgf(t) cosnwt dt; w =
o Fourier(lv rozvoj funkce se zredukuje na kosinovou fadu

T
e Je-liLICHA, pak a,, = 0,b,, = %fogf(t) sinnwt dt; w = 2?71

o FourierlQiv rozvoj funkce se zredukuje na sinovou fadu.
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