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Uvod do numerické matematiky- Chyby

poznamky k pfedndskam

Numericka matematika
- pfevod spojité tlohy na diskrétni
(integral, derivace apod. -> ar. Operace +,-,*,/)
Vstupni data -> Algoritmus -> Vystupni data

>4 -*

-> substituce

-> podminéné ptikazy

>
- vstupni data = konecna mnozina cisel, které je zapotiebi k jednozna¢nému feseni
- algoritmus = kone¢na posloupnost vypocetnich kroku

- vystupni data = kone¢na mnozina Cisel, ktera je feSenim dané ulohy

- nejsme schopni fesit problémy v ptivodnim rozsahu -> MODEL -> bereme v uvahu pouze nékteré
faktory

- rozdil mezi obdrzenym vysledkem a skute¢nym fesenim ptivodniho problému (musime byt schopni
odhadnout, jak velka je neptesnost)

CHYBY - rozdéleni podle toho, kde vznikaji

a) CH matematického modelu — zanedbani nékterych skute¢nosti (rozdil mezi modelem a
skute¢nym stavem)
Pt. Kalendat jako model roku

(Juliansky: zaveden Juliem Caesarem
délka 365,25 dne -> kazdy 4. pfestupny
-> model se zpozd'uje
->chybajeldenzal1l28let )
b) CH vstupnich udaji — VST DATA jsou ziskana méfenim => chyby méfeni
=> nasobné chyby

c) CH numerické metody -> spojita tloha -> diskrétni



PR: Vypoget uréitého Integralu f_11(1 — x%)dx — obsah plochy pod grafem

Pa-m = -2 = (-9 (10 -5-02

Diskrétné: déleni 0,4

1
j(1 —x2)dx = f(—0,3) X 0,4 + f(—0,4) X 0,4 + £(0) X 0,4 + f(0,2) X 0,4 + £(0,8) X 0,4 =
-1
=1,36

x=1,3 |%¥ — x| = 0,026

X — x|

= 0,0196 = 0,02 - 2% Chyba metody je asi 2%

d) Zaokrouhlovani chyby — ¢isla zaokrouhlujeme — chyby — kumulace

x ...realné Cislo L, .
N , proces se nazyva zaokrouhlovani
X ...aproximace

Absolutni chyba &(X) = |x — X|
chyba aproximace lx — %|

Relativni chyba §(%) = —

— odhad ACH |x — %] < e(%)

|x — X|

- odhad RCH

< 6(%)

— RCH je nezavisla na volbé jednotky — mira ptesnosti vypoctu

- §(%) x 100 ....RCH v %

~

PR:

=032 % =03

isou aproximace Cisel x{, x, stejné hodnotné?
x, = 0,08 J?2=0,1>] P X2 Ste]

~ 0,02 —
£(%1)=0,02 6(x1)=ﬁ=0,06—> 6%

£(%3)=0,02 Nejsou stejné hodnotné

> stejna hodnota o
8(%,)="22=0,2 - 20%



» Pfi spravném zaokrouhlovani: absolutni chyba nikdy nepfesdhne polovinu jednotky fadu
posledni ponechané Cislice

PPC: Cislo x (10 soust., normovany tvar) mantisa € (0; 1)
x=0,a,a,03 ... (pQAppq ... 10V
Rikame, Ze aproximace ¥ &isla x ma j-tou &islici platnou, jestlize plati:
|x —%| <0,5-10""

Pr.:

x =m = 3,14159 ...X = 3,1415
Normovany tvar 0,31415-10* (n=1)
|3,14159 — 3,1415| = 0,00009

j=0 05-101 =5 v
j=1 0,5-10° =0,5 v
j=2 0,5-10"1 = 0,05 v
j=3 0,5-1072 = 0,005 v
j=4 0,5-1073 = 0,0005 v
j=5 0,5-107* =0,00005 X

PPC=j=4
3,141 — posledni 5 nevéiime
— neni spravné zaokrouhlena
Celkova chyba vypoctu
Predpokladejme: Y = F(xg; .5 xy) teoreticka zavislost
» F nahradime numerickou metodou
y = fQxg s X))
» Misto piesnych hodnot x;; i = 1, ..., n pouzivame jejich aproximaci X;
y' = f(X; s %)
> Zaokrouhlovani pfi vypoétu — 5 = f(%y; ...; %)
» Hodnoty y' a j se lisi
CELKOVA CHYBA VYPOCTU je: Y — 5 = F(xq; s %) — f(Ry; s %)
PRIMARNI CHYBA: y =y =g xp) — f(&y; s %)
SEKUNDARNI CHYBA: y' —§ =f(&; o %) — fF(Ry; s %)



ODHAD PRIMARNI CHYBY

f(xq; ...; xy) je spojité diferencovatelna na mnoziné G = {x;: |x; — %;| <o, ..i = 1..n}
N

= 1f Gty oo ) = F (i o B Y Agp (1)
i=1

of .
A; = supg |a_3q(x1; o xn)| i=1..;N

Pf.: Odhadnéte chybu operace f(x;y) = y - In x pouzijeme-li ¢isla

X =1,25ay = 0,3125, kterd maji vSechny cislice platné
2
fCs59) = FEI < ) Ay =
i=1

«;: |x —%| = |x —1,25] spravné zaokr. ;= 0,5 1072 (2 DM)
&, : |y —¥| = |y — 0,3125]| spravné zaokr. ;= 0,5 - 10~* (4 DM)
of y
=G 9)| == 9) = 0,25
=@ =Z@n
of .. - .
Ay |@ (%; y)| =Inx (X;y) =In1,25 = 0,223143551

= A, <+ A, ,=0,25-0,5- 1072 + 0,223143551-0,5- 10~% = 0,12612 - 102

CHYBY SOUCTU, ROZDILU, SOUCINU A PODILU

Na zakladé¢ vztahu (1) 1ze odvodit odhad chyb zakladnich pocetnich operaci

#8(x) = #(1 + 6(x)) 5(0) == (=3-100%)

X

+

X=X*+tAx=X

... Stfedni aproximace
Ax ... Absolutni chyba (x)
x ... Spravna hodnota
6(x) ... Relativni chyba

=<

X — Ax X+ Ax

Dolni aproximace Horni aproximace
(dolni odhad) (horni odhad)



Pro s¢itani plati:

Ax
Ay

Il
2R
+

x
y

x+y=EF+) £ (Ax + Ay)

0<é(x+y)= A;:?/y = ;j}} xiy <8(x)+6(y) r.ch. se scitaji

Pro rozdil plati:

x =X+ Ax
y=ytAy
x—y=(&—-79)t (Ax + Ay)
Ax+Ay on  er v ~ ~ . .,
6(x — )—— muze jit k oo, kdyZ ¥ — ¥ je skoro stejné

-y

r.ch rozdilu nelze v Zadném vypoctu ??? kontrolou

Pro nasobeni plati

Il
<R

Ax
Ay

H+ H

x
y

xxy=X+A)(F+Ay) =%y £ (Ax*§ + Ay *X)

A
B(153) =~ < 6 + 60)

Pro d€leni i plati:

>G) - %(i—le J?+1Ax) = (f—Axif+Ax) - % - %

SA G) :1(~ 11 ) ;x+Ax(x§JZC Ax) (x;cz

Pro d¢leni gplati:

x 2 (1 x %
;:x*_=x*<_>*<1i5(5)) S (1E (50 +6()))



PF: Odhad chyby rozdilu

Odhadnéte chybu rozdilu x; — X3, jestlize x; = 97,132 ax; = 97,116 a obé Cisla maji stejny pocet
platnych Cislic (5).

> rozdil ¥} — %; = 97,132 — 97,116 = 0,016 = 0,16 * 10~1 n=-1
e(®@ —%3)=05%10"240,5% 1073 = 0,001

3 DM

0,001 < 0,5% 10717/ j=0:0,001 <0,5% 10" = 0,05
j=1:0,001 < 0,5* 1072 = 0,005
j=2:0,001 < 0,5 103 = 0,0005

j=1 ->rozdil ma pouze 1 platnou ¢islici

>rel.chyby:  8(%)) = % =2 = =5%10"¢
5(%3) =%= 5 %107
5 — %5) =%= 0,0625 05'%’6% 12500

R.CH. rozdilu je 12500x vét$i nez R.CH. &isel X1 — X5

Dobre a spatne podminéné ulohy
-> KOREKTNI tilohy = spojité

-> NEKOREKTNI (dobfe, $patné) PODMINENE

-> NEKOREKTNI ULOHA je dobfe podminéna, jestlize malé zméné VSTUPNICH udajt odpovida
mald zména VYSTUPNICH tdaja

relativni chyba vystupnich dat

-> ¢islo podminénosti C,, =
p p relativni chyba vstupnich dat

-> hrani¢ni €, ndm udava jednoznacné C,-> 1 dobfe podminéna
Cp->100 $patné podminéna

-> podmanivost nesouvisi s pouzitym algoritmem feSeni, je to vlastnost ilohy samotné

PF: Podminénost soustavy rovnic

Rozhodnéte, zda je systém LR (Ax=b) x; +1,01x, = 2,01
1,01x; + 1,02x, = 2,03

Spatné podminéné pfi zméné pravych stran o -0,01

x1 +1,01x, = 2,01 x1 +1,01x, = 2,01

1,01x; + 1,02x, = 2,03 1,01x; + 1,02x, = 2,03



x, =1 x, =0
VSTUP b= (%8;) b= (2,%)2)
VYSTUP X = (i) %= ((2))

T T O] _ICH G _viwr, javzor
P —-b B - - j =
B[R -3 [Gan] 1D GoDl YIFT YoorE+oor

(2,?)2) (2,%)2)

= 201 Spatné PU

Stabilni algoritmus

-malo citlivé na zménu vstupnich Udaji- dobfe podminény algoritmus

- malo citlivé na vliv zaokrouhlovanych chyb- xxxxxx stabilni algoritmus



