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CZ.02.2.69/0.0/0.0/16_015/0002320

Soustavy Oby¢ejnych Diferencidlnich Rovnic prvniho faddu (SODR1R)

Homogenni linearni DR 2. ¥adu (HLDR2) — souhrn MIl

ay”+ by +cy=0;a,b,c eR;a#0

Kofeny charakteristické rovnice CHR

Obecné feseni
ar’+br+c=0

11,75 realné rdzné y = Cie™* + Cre™*
n=rn=r y =Ce™ + Cyxe™
11,12 komplexné sdruzené a + Bi y = Cye* cos fx + C,e™ sin Bx

Nehomogenni linedrni DR 2. fadu (NHLDR2)
ay”+by +cy=G(x);G(x) #0; a,b,c ER;a+0

Obecné feSeni se sklada z feSeni homogenniho yj, a partikularniho y,

Y=Ynt ¥
Yp, urime viz. vyse
Yyp uréime metodou neurcitych koeficientl odhadem podle tvaru G (x)

e G(x) je polynom stupné n, (napf. polynom 2. stupné) — y,, = Ax?+Bx + C
e G(x)jevetvaruCe®;C,k € R~ Vp = Aek*
e G(x)jevetvaruC coskx nebo Csinkx ;C,k €RR,> y, = Acoskx + B sinkx
e G(x) je soucin predchazejicich typl— y, je soucin odhad(
(napf. G(x) = x - cos3x = y, = (Ax + B) cos 3x + (Cx + D) sin3x
e ((x) je soucet predchazejicich typl— Princip SUPERPOZICE
(napf. G(x) = Gy (x) + G,(x) = Yo = Yp1 T Vp2
e Zobecnéni G(x) = e*[P,(x) cos bx + Q,,(x) sin bx], m,n stupné B, (x)a Q,, (x)
p = max(m;n) je stupen R, (x) resp. S, (x)
o a+ binenikofenem CHRy,, = eax[Rp(x) cos bx + S, (x) sin bx]
o a+ bije k-nasobnym kofenem CHR y,, = xkeax[Rp(x) cos bx + 5, (x) sin bx]

Nebo metodou variaci konstant.
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Soustavy Obycejnych Diferencialnich Rovnic 1. fadu (SODR1)

Zakladni pojmy

InZenyrska praxe — napt. Ulohy z Mechaniky
Soustava n diferencialnich rovnic prvniho fadu tvaru
y1 = f106 Y155 )

Y2 :fz(xi}ﬁi'“;yn)’ [4]

Yn = Fu GG Y15 Vn)

kde funkce fi (k = 1;---;n) jsou definovany na (n + 1)- rozmérné oblasti Q € R"*1,
nazyvame Normalni Soustava Diferencialnich Rovnic Prvniho Radu (NSDR1)

Resenim NSDR1 nazyvame kazdou skupinu n funkci tvaru y; (x), y, (x), -+, y, (x), které
jsou spojité diferencovatelné v néjakém intervalu I € ) a pro vSechny body x € I
vyhovuji dané NSDR1

Ulohu uréit feeni NSDR1, které vyhovuje n po¢ateénim podminkam

¥1(x0) = b1,¥2(X0) = by, -+, ¥u(x0) = by, kde [xq; by; by; -+ 5 by] € Q, je libovolny, ale
pevné zvoleny bod, nazyvdme pocdtecni problém pro NSDR1

Obecnym fesenim NSDR1R budeme rozumét kazdou skupinu n funkci zavisejicich nan
obecnych parametrech C;; C; -+ ; C,, takovych, Ze vhodnou (pfipustnou) volbou téchto
konstant obdrzime feSeni kazdého pocatecniho problému

Partikuldarnim reSenim NSDR1 nazveme takové reseni, které obdrzime z obecného reseni
pevnou volbou konstant Cy; Cy; -+ ; Cy,.
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Pfevedeni ODRn na NSDR1

e Celd mechanika hmotného bodu a tuhého télesa (véetné pribuznych obord) je
vybudovdna na druhém Newtonové zakoné, ktery md obecné tvar soustavy tii
nelinedrnich ODR2R dle soufadnic:

x () = f(6x(0); y(©); 2(0); x'(£); ' (£); 2°(1))
y () = g(t;x(®); y(©); 2(0); x'(£); y (£); 2 (),  [B]
z (t) = h(t; x(0); y(6); z(0); x'(£); ' (£); 2 (D))

kde x”(t) je druha derivace drahy podle &asu, x (t) je prvni derivace drahy podle &asu a
f, g, h jsou dané funkce.

e Pocatecni podminky (charakterizuji poc¢atecni polohu a poc¢atecni rychlost) jsou ve tvaru:
x(to) = x0; ¥ (to) = ¥o; 2(to) = 2o; x'(to) = ug; ¥ (to) = vo; 2'(to) = wo, [C]
kde x¢; ¥o; Zg; Ug; Vo; W jsou dana Eisla.
e Problém [B] + [C] pfevedeme na problém [A] takto:
o polozime: u(t) = x’(t); v(t) =y'(t); w(t) =z'(t) [D]
o pfepiseme rovnice [B] do tvaru:
u () = X(6x(6); y(©); 2(6); u(@®); v(£); w(t))
y () = Y(&x(0); y(6); 2(); w(®); v(£); w(p)), [E]
z (©) = Z(tx(@); y(£); z(); u(©); v(); w(t))
o ktémto tfem rovnicim pfipojime vztahy [D], které pfepiSeme na tvar:
x'(0) = u(@); y'() =v(@); 27(t) =w() [F]
o pocatecni podminky prepiseme:
x(to) = x0; ¥(to) = ¥o; 2(to) = zo; u(ty) = ug; v(ty) = vo; w(ty) = wy
e Soustava rovnic [E] + [F] tvofi soustavu ODR1 pro Sest neznamych funkci x, y, z, u, v, w.

Priklad:

Potate¢ni problém yU") — 2y 4+ y = 0;¥(0) = 0,y°(0) = 1,y”’(0) = 0,y "D (0) = -1
prevedeme na pocatecni problém pro soustavu ODR1.

e Poloiime:y, =y; v, =y V3=V s = y(’”);

e Derivaciztoho plyne: y; =y = y,; o =y = v3; y3 = yUID = y,;
e Po dosazeni do plvodni rovnice dostaneme soustavu ODR1R:

Y1 =2
Y2 = Y3
Y3 =Ys
Ya = —Y1 +2y3

e S pocéatecnimi podminkami: y;(0) = 0; y,(0) = 1; y3(0) = 0; y,(0) = —1;
e Zobecnénim tohoto postupu Ize snadno prevést kazdou DR n-tého fadu na normalni
soustavu n diferencialnich rovnic prvniho rfadu.
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Soustava Linearnich Obycejnych Diferencialnich Rovnic 1. fadu (LODR1)

LODR1 je soustava diferencidlnich rovnic tvaru:

y,i = a13(0)y1 + a12()yz + - a1y, + f1(x)
Y2 = @21 (X)y1 + a2 (X)yz + - Ggn ()yn + () [G]

yr,l = anl(x)jﬁ + anz(x)YZ + o ann(x)yn + fn(x)
kde viechny koeficienty (funkce) a;;(x) a funkce f (x) jsou funkce spojité na intervalu I.

o Jelify(x)=0,vx€lak =12,-,n mluvime o homogenni soustavé LODR1

o Je-li f(x) # 0 pronéjakéx € [ak = 1,2,---,n mluvime o nehomogenni soustavé
LODR1

e Pokud pljde o soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme psat misto a;; (x) jen aj;-

e Exaktné umime resit soustavy pouze s konstantnimi koeficienty, jinak musime fesit
numericky (viz. PAMAP, PAMAK).

Maticovy zapis soustavy LODR1

Uvazujeme pouze konstantni koeficienty

b4 Yi fi(x)
Sloupcové vektory: y = ( : >,y' =(: | flx)= ( : )
In yT,L fa(x)

Pak soustavu LODR1 [G] mZeme zapsat struéné ve tvaru:
y=Ay+f).

Zavedeme-li jedté konstantni vektor b = (by; by; -+; b,)T, kde b;,i = 1,---,m jsou pravé strany
pocatecnich podminek, potom mizZeme psat pocatecni podminky ve tvaru y(x,) = b.
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Obecna homogenni soustava LODR1
y=4x)-y (H)
Linearita prostoru feseni

Jsou-li vektory y4, ¥, **+, ¥ fesSenim soustavy y” = A(x) - y naintervalu I, potom také jejich
linedrni kombinace y = Cyyq + Cyy5 + -+ + C Yy je FeSenim této soustavy na intervalu I.

Ovéréni dosazenim do H:
Y =AMy = Gy + Gya + -+ Gyi)” = A (Cryy + Cyp + o+ Geyie)
derivujeme = C1y; + Gy, + -+ Gy = Ax)(Cryr + Coyp + -+ Cryy) =

= y1 = AC)YL Yk = A
Fundamentalni systém

Jsou-li vektory y1, y,, ***, ¥, linearné nezavislé na intervalu I a jsou-li feSenim soustavy H, potom
fikame, Ze tvofi fundamentdini systém teSeni soustavy H na intervalu I.

Fundamentalni matice

Necht vektory y4,y,, -**, y, jsou feSenim soustavy H. Tyto vektory jsou linedrné nezdvislé na
intervalu I pravé tehdy, kdyz matice

Yii Y12 o YVin
Y21 Y22 7 YVon ). .. o

Y=Y)=[yLys -yl =170 o |eiiz sloupce tvofi vektory y4, ¥, , Yn
Yni Yn2 °° Ynn

ma na intervalu I nenulovy determinant. Matice se nazyva fundamentdlni matice soustavy.
Struktura obecného feseni

Tvofi-li vektory y;, y,, -+, ¥, fundamentalni systém feSeni homogenni soustavy y" = A(x) - y na
intervalu I, potom kazdé FeSeni y této soustavy lze jednoznaéné vyjadfit ve tvaru
y =C1y1 + Cy, + -+ Cpypn, kde C;, i = 1, -+, n jsou vhodné konstanty

PoloZime-li C = (Cy,Cy,+++,C,)T, potom lze psaty =Y - C = CT - Y7, kde Y je fundamentélni
matice.

y = Ciy1 + Cyy, + - + C, ), je vyjadieni obecného feseni soustavy y” = A(x) - y.
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Homogenni soustava LODR1 s konstantnimi koeficienty

Tvar:y ' =A-y

(G), kde A je konstantni matice

e Kuréeni obecného fedeni OR soustavy je tfeba nalézt n linedrné nezavislych fedeni této
soustavy
e K nalezeni téchto n linedrné nezavislych reseni vede Eulerova metoda vlastnich cisel

o Konstrukce fundamentalniho systému feseni:

O

O O O O

Hleddme partikularni FeSeni y, = e’ - h = e (hy, hy, -, hy,)7T, kde je tieba
uréit neznamé 1 € C ah = (hy, hy, -+, h,)T € C"

Vektor h = (hy, hy, -, h,)T je nenulovy (alespoh jedna slozka je rGzna od nuly)
Dosazenim do (G) dostaneme: y, = 1-e**-h=A- (e -h) =e?-A-h
Vrovnicid-e**-h =e? - A-hkratimee?® - A-h=21-h

Ta Cisla A pro kterd ma rovnice A - h = A - h nenulové feseni h #+ 0 (alespon
jedna slozka vektoru h je rlizna od nuly) nazyvame vlastni ¢isla matice A
Konstantni nenulové vektory h, které pro dané vlastni islo A vyhovuiji rovnici A -
h = A - h se nazyvaji vlastni vektory matice A ptislusné vlastnimu cislu 4

e Postup pro uréeni vlastnich Cisel ¢tvercové matice A

O

UZitim vztahu h = E - h, kde E je jednotkova matice (napf: E = (1 0)

0 1
A-h=2AE-h—- (A—AE)-h =o0,kdeo = (0,0,---,0)T
Toto je homogenni soustava rovnic, kterd ma nekonec¢né mnoho reseni h =
(hlJ hZ' Yy hn)T
Determinant této soustavy polozime roven 0 - |[A — AE| =0
Dostaneme charakteristickou rovnici soustavy (G) —

a;; — A4 ai2 A1n
az1 Qg —A - Qn | —
Qn1 Qn2 o Opy — A

Toto je algebraicka rovnice n-tého stupné pro nezndmou A, kterd man
komplexnich kofen( véetné nasobnosti
a;; — 4 a2

= 0 kterou
az1 az; — A

Napt. pro n = 2 je to kvadraticka rovnice tvaru

vyfesime.

e Algoritmus feSeni LODR1y = A-y

O
O
@)

Nalezneme vSechna vlastni ¢isla A matice A

Ke kazdému vlastnimu ¢islu A matice A nalezneme vlastni vektor h

Pokud jsou vSechna vlastni Cisla redlna a navzajem r(iznd, nalezli jsme n linearné
nezavislych partikuldrnich reseni soustavy y’ = A -y

Pokud jsou néktera vlastni Cisla A ndsobnymi kofeny charakteristické rovnice
nebo jejimi komplexnimi koreny, pouZijeme dodatec¢né Upravy (viz pfiklady)

e Pron = 2 hleddme dvé linearné nezdvislé nezndmé funkce y;, v,
e OR je pak linedrni kombinaci téchto reseni
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Poznamka k ptikladu 11:

e Zkonstruovali jsme tedy komplexni feSeniw = u + iv
e K nalezeni dvou redlnych reSeni vyuZijeme poznatek:

Ma-li homogenni soustava y” = Ay komplexni feSeniy = u + iv, kde u, v jsou realné vektory,
potom ma také komplexné sdruzené feSeni y = u — iv a zaroven feSeni u a v.

e Nase soustava ma také readlna reseni

—6x cosx —6x sinx . P (s
u=e . av=e . , jsou linearné nezavisla.
cosSXx —Ssinx sinx + cosx

Poznamka k prikladu 12:

ax + a,

bx + b1> bylo mozno volit stejné, jako slozky hy, h,

e Koeficienty a, b ve vztahu v = e 2% (

vlastniho vektoru h.

e lze ukazat, Ze je-li A dvojnasobné realné vlastni ¢islo matice A takové, Zze hodnost matice
A — AE je rovna jedné (fadky jsou zavislé a alespon jeden je nenulovy), pak
Ize partikuldrni feSeni u predpokladat v obvyklém tvaruu = e?*h a feseni v pak ve tvaru
v = e (hx + h), kde vektor h vyhovuje podmince (4 — AE)h = h.

e Tento postup neplati v pfipadé, Ze ma matice A dvojnasobné realné vlastni ¢islo A
takové, Ze soustava ma tvar:

y1 =y
Y2 =AY,

o Tuto soustavu feSime postupnou integraci
e Pron = 3 je zobecnénim ukazanych pripadd.

Obecna nehomogenni soustava LODR1

Tvar:y ' =A-y+ f(x) (H),
kde A je konstantni matice a f (x) nenulova spojitd vektorova funkce na intervalu I.

Struktura obecného feseni OR

Obecné FeSeni soustavy (H) Ize psat ve tvaru y = yj + y,, kde y;, je OR pfisluiné homogenni
LODR1 a y,, je né&jaké partikularni feSeni pivodni nehomogenni LODR1.

e Exaktné umime resit pouze soustavy s konstantnimi koeficienty
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Princip Superpozice

Lze-li v nehomogenni soustavé (H) vektorovou funkci f (x) rozloZit na soucet tvaru

fe) = fi() + () + -+ f(x)

a dovedeme-li ur¢it partikularni feSeni y, ;(x) rovnicey” = A - y + fj(x), pak
Vp(X) = Yp1(x) + yp2 (%) + -+ + ¥, (%) je partikuldrni FeSeni plvodni soustavy (H).

Metoda variace konstant
Pfedpokladame, ze y;, y,,**, ¥, jsou LN partikuldrni feSeni pfidruzené homogenni soustavy
Necht Y (x) je pfislusna fundamentalni matice feseni pfidruzené homogenni soustavy

e Pak OR této homogenni soustavy je tvaru:
V() = Ciyy + Coyp + -+ Cpyn = Y (%) - €, kde € = (Cy; Cp; -5 C)T

ORy(x)soustavyy = A -y + f(x) (H)
y(x) = C1(0)y1(x) + G ()Y (x) + -+ + Cu()y(x) =Y(x) - C(x) (D)

C(x) =[C1(x); Cy(x);+++; Cp(x)] = slozky C(x) je potieba urdit.
e Dosadime (I) do (H):
YY) C)+Y(x)-C'(x) =Ax) - Y(x)-Cx) + f(x) ()

e Toto je soustava pro neznamé C; (x), C,(x) , -, C, (x)
e Matice soustavy (J) je fundamentalni matice Y (x) (ma nenulovy determinant)
e Integraci [ Cj'(x) dx dostaneme Cj(x) proj=1--n- OR y soustavy

y=4y+fx) (H)

Metoda neurcitych koeficientl

viz. priklad
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